Randomized Response
Model Technique.
Assegno di Ricerca area

scientifico/disciplinare SO1A-Statistica
R 200/01.

Massimo Guerriero
massimo.guerrieroQunivr.it

30 aprile 2002



Indice

1 Introduzione

2 I principali modelli proposti dal 1965 ad oggi.

2.1
2.2
2.3

2.4

2.5

2.6

2.7
2.8

2.9

2.10
2.11

2.12

2.13

2.14

2.15
2.16

2.17
2.18

2.19

2.20

2.21

Il modello di Warner (del 1965). . . . . ... ... ... .....
Il modello a proporzioni multiple (del 1967). . . . . . ... .. ..
Il modello della domanda incorrelata (di Simmons del 1969).
2.3.1 1l caso particolare in cui 7wy € noto a priori. . . . .. ...
Applicazione della tecnica RR a variabili quantitative (di Green-
berg, Abernathy e Horvitz del 1969). . . . . . . . ... ... ...
2.4.1 Come scegliere la variabile non delicata. . . . . . ... ..
2.4.2  Come scegliere le numerosita campionarie. . . . . . . . ..
Il modello per la ottimizzazione del modello di Simmons (di Moor
del 1971). . . . . o
Il modello di Eriksson (del 1973). . . . . . . ... ... ... ...
2.6.1 Il caso delle variabili. . . . . . .. ... ... .. ......
2.6.2 Il caso delle mutabili. . ... ... ... ... ... ....
Il modello con due domande alternate (di Folson del 1973).
Tecnica RR con un nuovo casualizzatore (di Liu, Chaow e Mosley
nel 1975). .« . . .
2.8.1 Alcune notazioni sull’efficienza degli stimatori. . . . . . .
Il modello a due stadi per variabili (di Reinmuth e Geurts del
1975). . o
2.9.1 1 tratti salienti dello studio. . . . . ... ... ... .. ..
Il modello di Liu e Chow (del 1976). . . . . . ... ... .. ...
Tre importanti modelli a contaminazione per lo studio di variabili
(di Pollock e Bek del 1976). . . . . . ... ... ... ... ....
2.11.1 Il modello di Greenberg (G). . . .. ... .. ... ....
2.11.2 Il modello additivo (A). . . . . .. ... .. ... ... ..
2.11.3 1l modello moltiplicativo (M). . . . . .. ... ... .. ..
2.11.4 1 confronto tra questi tre modelli G, AeM. . ... ...
La soluzione del conflitto tra ”p” alto ed elusione delle risposte
(di Morrarty e Wiseman del 1976). . . . .. ... ... ... ...
Alcuni cenni al modello a risposte casualizzate multiple (MSQ)
(di Kim e Flueck del 1976). . . . . ... ... .. ... ......
La tecnica di Warner applicata al caso di due domande delicate
(di Clickner e Iglewicz del 1976). . . . . .. ... ... ... ...
Il modello senza casualizzatore (di Swensson del 1974). . . . . . .
Analisi della protezione del rispondente nei modelli RR (di Lanke
1976). . . o o
Il modello a probabilita condizionate (di Anderson del 1976).

Il modello di Warner con replicazioni multiple (di Liu e Chow del
1976). . . o o
Una tecnica particolare senza uso di casualizzatore (di Takahasi
e Sakasegawa del 1977). . . . . ... ...
2.19.1 Due varianti al modello. . . . . . . ... ... ... ...
Un modello a contaminazione di tipo additivo (di Kim e Flueck
del 1978). . . . . .

La tecnica RR per campioni in blocco (di Kim e Flueck del 1978).

14
15
16

16
18
18
19
20

23
25

26
28
29

30
30
31
31
32
32
33

35
38

39
40

41

42
45

48
50



2.22

2.23

2.24
2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

2.31
2.32

2.33

2.34
2.35

2.36

2.37
2.38

2.39

2.40

2.41
2.42

2.21.1 Caso 1. Estrazione con reinserimento sia per i rispondenti
che per ladomanda. . . ... ... ... ... ... ..
2.21.2 Caso 2. Estrazione della domanda con reinserimento e dei
rispondenti in blocco. . . . . ... oL
2.21.3 Caso 3. Estrazione dei rispondenti con reinserimento ed
estrazione in blocco della domanda. . . . .. ... .. ..
2.21.4 Caso 4. Estrazione in blocco sia dei rispondenti che della
domanda. . . . . ... .. Lo
2.21.5 1l confronto tra i casi esaminati. . ... .. ... .. ...
2.21.6 Il modello di Simmons negli stessi quattro casi. . . . . . .
Il modello RR nel campionamento a due stadi (di Marasini del
1981). . o o
Modelli RR multivariati per dati categoriali (di Bourke del 1982).
2.23.1 1l caso particolare della randomizzaizone separata per ogni
variabile. . . . ... oL o
2.23.2 1 caso particolare della randomizzaizone unica per tutte
le variabili. . . . .. ... oo
Un modello RR scrambled (di Eichhorn e Hayre del 1983). . . . .
Lo schema di Simmons in una versione modificata (di Olivieri del
1983). . .
Lo schema di Poole per la stima dei parametri (di Olivieri del
1984). . . L
Il campionamento RR con risposta alternativa fissa dotato di

memoria e la stratificazione della popolazione (di Olivieri del 1984).

Un modello a contaminazione (scrambled) per ottenere dati quan-
titativi (di Eichhorn e Hoyre del 1993). . . . . . . .. ... .. ..
Un modello per la stima di parametri di variabili che utilizza il
metodo del rapporto (di Abel, Abel, Sultan e Abdel del 1985).
Due stimatori per campionamento RR con distribuzione continua
da popolazione dicotomica (di Franklin del 1989). . . . . . . . ..
Il modello di Kuk (del 1990). . . . . . .. ... ... ... ....
Il metodo con due casualizzatori per intervistato (di Mangat e
Singh del 1990). . . . . . . . . ..o
L’uso del casualizzatore a discrezione dell’intervistato (di Mangat
Ael1991). © o oo
Una variante al modello di Simmons (di Singh e Singh del 1992).
Una variante al modello di Warner di (Singh, Singh e Singh del
1993). . . L
Una tecnica RR ove la numerosita campionaria non e fissata a
priori (di Singh, Singh del 1993). . . . . ... ... ... ... ..
Due modelli a contaminazione della risposta (di Singh del 1993).
Il modello di Franklin in una sua generalizzazione (di Singh e
Singh del 1993).. . . . . . . . ..o
Una strategia che permette di ammettere I’appartenenza al grup-
po delicato (di Mangat del 1994). . . . . . . . ... .. ... ...
Uno stimatore RR nel caso di distribuzione continua da popo-
lazione dicotomica (di Chua Chiang del 1995).. . . . . . ... ..
Una procedura RR a due stadi (di Chang e Liang del 1996). . . .

La tecnica RR applicata alle variabili (di Singh e Joarder del 1997).

o1

58

60
61

62

63

64

65

68

70
73

74

(0]
76

78

79
80

81
83
84

86
87



2.43

2.44

2.45

2.46

2.47

2.48
2.49
2.50

Il modello di Moors e violazione della privacy dei risponden-
ti. Una rettifica attraverso la strategia del gruppo casuale (di
Mangat, Singh e Singh del 1997). . . . . . . ... ... ... ...
Due modelli alternativi al modello di Moors (di Singh, Singh e
Mangat del 1997). . . . . ... L
2.44.1 Ml primomodello . . . . ... ... ... ... .......
2.44.2 Tl secondo modello. . . . . . .. ... ... ... ...
2.44.3 Alcuni confronti tra i modelli e imputazione dei valori
ottimi per le dimensioni campionarie. . . . . .. ... ..
Ottenere risposte veritiere indirettamente (di Chua e Tsui del
2000). . ..
Stima della media e della varianza di una variabile quantitati-
va delicata utilizzando unita distinte nel campionamento RR (di
Singh, Mahmood e Tracy del 2001). . ... ... .. ... ....
Stima della proporzione di un carattere qualitativo (di Chang e
Huang del 2001). . . . . . .. .. ... ...
Un nuovo modello RR (di Gupta, Gupta e Singh del 2002).
Implementazione di un piano di campionamento RR. . . . . . . .
Conclusioni e scenari futuri. . . . . . ... ... ... ... ..



Elenco delle tabelle

T W N

Esemplificazione del metodo di Folson . . . . ... .. ... ... 20
I tre metodi proposti . . . . . .. ... 32
Sintesi delle tipologie di risposte . . . . . .. .. ... ... 43
Sintesi delle tipologie di risposte . . . . . ... ... ... .. 47
Sintesi delle tipologie di risposte . . . . . ... ... ... 48



1 Introduzione

Il campionamento Randomized Response (Risposta Casualizzata) ¢ una tecnica
introdotta nel 1965 da Warner. L’obiettivo principale & quello di poter investi-
gare variabili, qualitative o quantitative, ritenute delicate come ad esempio la
droga, I'aborto, le abitudini sessuali, il reddito e altro.

Lo studio condotto si propone di effettuare un excursus delle metodologie
proposte dalla data di introduzione della tecnica fino ai giorni nostri. In effetti
l'ultimo contributo citato e riferito all’anno 2002. Va inoltre sottolineato che
la produzione scientifica, per evidenti motivi, non ¢ stata presa tutta in con-
siderazione e ci si ¢ quindi concetrati su quei metodi ritenuti particolarmente
interessanti per I'autore del presente scritto.

Per semplificare la lettura dello scritto, in apertura di ogni metodologia
proposta, viene indicato se questa si riferisce ad un piano di campionamento
per variabili o per attributi.

2 I principali modelli proposti dal 1965 ad oggi.
2.1 Il modello di Warner (del 1965).

Si supponga che ogni persona di una popolazione si possa far appartenere a due
gruppi A e B (complementare di A). Il gruppo A identifica gli appartenenti
ad una categoria delicata e si vuole stimare la proporzione di persone apparte-
nenti a tale categoria. Per far cio si estraggono con reinserimento n persone
da sottoporre ad intervista; prima pero ogni intervistato esegue un esperimento
casuale E' i cui eventi elementari sono A (appartenenza alla categoria delicata)
e B (non appartenenza alla categoria delicata) ai quali & associata la probabilita
rispettivamente di p e 1 — p. Il risultato dell’esperimento casuale risulta essere
ignoto al ricercatore (intervistatore) che otterra dall’intervistato una risposta
del tipo ”SI” oppure "INO”, in accordo al risultato ottenuto nell’esperimento e
alla sua reale situazione circa il possedere o meno 'attributo delicato A.

L’esperimento puo essere di varia natura, come il lancio di una moneta op-
portunamente calibrata, ’estrazione di una pallina da un’urna di opportuna
composizione, ecc.

Siano quindi:

m =proporzione di soggetti appartenenti ad A (ignota)

p =probabilita che si verifichi A nell’esperimento casuale E

1 Ss1
Xi{o NO

Cosi:

PX;,=1)=mp+(1—-mm({1—-p)

P(X;=0)=0-mp+n(l-p)

La stima di w4 sara quindi (per p # 1/2)

Attributi



ﬁAzp_l +
2p—1 (2p—1)n

ove
n
M —mp+ (1= m)(1-p)

Le proprieta dello stimatore indicato sono:

BE(ita) = ma

2.2 Il modello a proporzioni multiple (del 1967).

Si supponga che ogni persona di una popolazione appartenga ad uno ed uno
solo di tre gruppi (4, B, C), connessi e mutuamente esclusivi.

Si vuole stimare la proporzione degli individui appartenenti ad ognuno dei
tre gruppi. Per fare cio si estraggono dalla popolazione di origine due cam-
pioni casuali con reinserimento di dimensione rispettivamente n; e ns (non
necessariamente deve essere n; = ns) indipendenti e non sovrapposti.

Per proteggere la privacy del rispondente viene utilizzato un meccanismo
casuale attraverso il quale vengono fornite indicazioni dai rispondenti circa ’ap-
partenenza ad uno dei gruppi evidenziati. Si consideri ad esempio 1'uso di due
magzzi carte, il primo dei quali viene assegnato al primo campione e il secondo
dei quali viene assegnato al secondo. Ogni mazzo di carte & formato da tre
diversi tipi di carte, riportanti, a seconda del tipo, le seguenti tre affermazioni:

” Appartengo al gruppo A”
” Appartengo al gruppo B”
” Appartengo al gruppo C”

Nel caso in cui la numerosita campionaria o la dislocazione geografica delle
unita statistiche siano tali da dover far intervenire piu intervistatori sul medesi-
mo campione, & bene che la composizione dei mazzi di carte sia la stessa. In ogni
mazzo del medesimo campione la proporzione dei tre diversi tipi di carte deve
esere uguale, mentre la proporzione tra i due campioni deve essere diversa. In
sostanza la probabilita di estrarre una carta di un certo tipo deve essere uguale
nel medesimo campione ma diversa tra i due campioni; infine la proporzione
all’interno di ogni mazzo non deve essere pari ad %

Attributi



Cio premesso l'intervistatore fa scegliere all’intervistato un mazzo di carte
relativo al campione di appartenenza, gli dice di mescolarlo a piacere, di estrarre
una carta a sorte e di leggere quanto riportato sulla carta estratta, senza pero
svelargielo. Se la frase contenuta risultasse essere in accordo con lo status posse-
duto, il rispondente dovra rispondere con un 7 S1”; altrimenti con un ” NO”. La
risposta viene registrata dall’intervistatore che chiedera poi di ripristinare il
mazzo di carte e di mescolarlo nuovamente.

Siano quindi:

7 =vera e ignota proporzione di soggetti appartenenti al gruppo A

o =vera e ignota proporzione di soggetti appartenenti al gruppo B

w3 =vera e ignota proporzione di soggetti appartenenti al gruppo C
Dove

3
E Tij = 1
j=1

Inoltre sia P;; la proporzione di carte riportante di tipo j nell’s — mo cam-
pione, essendo j = 1,2,3 e i = 1,2; cosi anche

> p=1

(P11 — Pi3)(Paa — Pa3) # (P12 — P13)(Pa1 — Pa3)

Se si assume che i rispondenti dicano nella totalita dei casi la verita, la stima
di massima verosimiglianza di 7y, w2 e w3 risulta essere la seguente:

X, — 1 se ha risposto SI I'r-mo rispondente dell’i-mo campione
71 0 se ha risposto NO I'r-mo rispondente dell’i-mo campione

2
)
2, ..., peri=1 (primo campione)
2,...,m9 per i =2 (secondo campione)
Inoltre la probabilita che I'r-mo rispondente nel primo campione risponda
7SI &

1
1
1

3 3 e
|

)

Pr(Xy,,=1)=X\

P’I”(Xlr = 0) =1 _)\1

e cosl nel secondo campione si ha:

Pr(Xs =1) =\

Pr(Xp =0) =1- %

Sia ancora:



1. n1; il numero dei ”SI” ottenuti nel primo campione

2. (n1 —nq1) il numero dei "NO” ottenuti nel primo campione

et

ng1 il numero dei ”SI” ottenuti nel secondo campione
4. (ng — ngy) il numero dei "NO” ottenuti nel secondo campione

Si ha quindi che:

(%1—P13)(P22—P23)—(%—P23)(P12—P13)

m =
! (P11 — P13)(Pag — Pag) — (P12 — Pi3)(Pa1 — Pa3)
(5 = Pig)(Po1 — Po3) — (2 — Po3) (P — Pig)
71— pr—
g (P11 — P13)(Pag — Pog) — (P12 — Pi3)(Pa1 — Pa3)
m3=1—79 —m
Ora se
i ~ Bi()\l,nl)
ni
e
f21 ~ Bi()\g,ng)
n2
segue che
E(ﬁj) = T
E(ﬁ'g) = T2
E(’ﬁ'd) = T3

Ovvero che tutti e tre sono stimatori corretti delle ignote proporzioni. Per
quando riguarda la variabilita degli stimatori si ha:

~ 1 A(1— A Aa(l — A
Var(i) = = (Paog — P23)2% + (P2 — P13)¥



. 1 A(1—A (1= A
Var(ﬂ'z) — ? (P21 _ P23)2% + (P12 _ Plj)%

ove
k:(Pll7P13)(P227P23)7(P127P13)(P217P23)

La varianza di 71 e 75 raggiunge il limite inferiore di Rao-Cramer.
La varianza di 73 € conseguenza della relazione che lega i tre stimatori,
quindi:

- 1 A(1— Ao(1— A
Var(ia) = g5 | (Pa = Pu 202 o (P = 2202 22)

Var(fty + 7r2) = Var(@s) = Var(i) + Var(ftz) + 2Cov (71, 72)

ove

[Cov(Tr1, 7t2) = % [(Pzz — Pa3) (P23 — le))\l(lnlAl)} +
b [(Ra - P - 2220

Il confronto con 'indagine diretta mostra una maggiore efficienza di quest’ul-
tima. Va detto pero che il meccanismo casuale puo essere utilizzato adhoc per
migliorare la collaborazione dei rispondenti: probabilmente nel caso del metodo
delle risposte casualizzate gli stessi rispondenti sono portati maggiormente a
dire la verita.

Se pero attributo di uno dei tre gruppi, diciamo A, porta con sé un carattere
sociale delicato, i rispondenti che appartengono a questo gruppo non avrebbero
motivo di mentire circa ’appartenenza ai gruppi B e C. Se poi si assume che la
caratteristica di uno degli altri due gruppi, ad esempio C, & piu imbarazzante
della caratteristica del gruppo B, allora & piu probabile che i rispondenti di B,
che decidono di non dire la verita , non riporteranno il fatto di appartenere al
gruppo C. Ancora, i rispondenti del gruppo C' che decidono di non riportare la
verita probabilmente si identificheranno maggiormente con il gruppo A che non
con il B.

Le conclusioni che seguono sono molto importanti per utilizzare con successo
la tecnica RR teste esposta.

1. II casualizzatore utilizzato pare essere molto importante. Dopo varie sper-
imentazioni infatti i ricercatori hanno visto che il mazzo di carte funziona
meglio con rispondenti che posseggono una certa cultura; per ovviare a
questo inconveniente sono stati creati vari casualizzatori e tra essi quello
formato da una scatola particolare pare abbia riscontrato un particolare
successo. Si tratta di una scatola sigillata, contenente un certo numero
di palline di tre diversi colori e di opportuna composizione. I rispondenti
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sono chiamati a scuotere la scatola, osservare il colore che appare su di
una finestra e di rispondere in accordo all’affermazione collegata a quel
particolare colore e allo status posseduto. Come al solito l'intervistatore
registra la risposta, ignorando il risultato dell’esperimento alla fine del
quale il rispondente ¢ chiamato a rimestare la scatola in modo di non
lasciare traccia della bilia comparsa alla finestra.

2. Il modello RR presenta stime piu variabili rispetto a quelle del modello
ad intervista diretta. Si introduce qui una questione ancora aperta, ossia
accettare il compromesso di una piu alta variabilita delle stime in luogo di
una maggiore protezione del rispondente e di un minor rifiuto di rispondere
a questioni delicate da parte dello stesso.

3. Un’altra fonte di distorsione delle stime sono le risposte errate date, deli-
beratamente o per incomprensione del quesito, dai rispondenti. Anche qui
introduciamo subito un argomento che spesso nel presente trattato verra
richiamato. Si tratteranno infatti metodi la cui variabilita degli stimatori
sara molto contenuta o la piu contenuta, nell’ambito di apllicazione, ma
la tecnica sara talmente complessa da creare grossi problemi ai risponden-
ti in termini di utilizzo dei casualizzatori ma anche tale da creare forti
sospetti. Sembrerebbe che tecniche complesse, per i non addetti ai lavori,
ovviamente, fornirebbero ai ricercatori indicazioni esatte circa il risultato
dell’esperimento effettuato dai vari rispondenti.

4. L’incapacita dell’intervistatore di comprendere la tecnica RR e il modo di
proporlo aumenterebbero la probabilita di avere risposte false o evase con
la conseguenza di ottenere stime maggiormente distorte.

2.3 Il modello della domanda incorrelata (di Simmons del
1969).

Come abbiamo appena detto, rifiutarsi di rispondere o rispondere volutamente
in modo errato sono due delle maggiori fonti di errore extra campionario nelle
indagini sulle popolazioni umane. La tecnica proposta da Simmons, che an-
dremo ad analizzare, fa si che il grado di verita espresso dai rispondenti sia
superiore rispetto a quello proposto da Warner. Si tratta della felice intuizione
di introdurre una domanda relativa ad un carattere incorrelato con il carattere
delicato, oggetto dell’investigazione. Cosi ad esempio in parallelo alla doman-
da delicata potrebbe essere introdotta una domanda circa l'aver mai visitato
una certa citta, circa il mese di compleanno di un parente, ecc. Gli autori
suggeriscono anche una domanda relativa al luogo di nascita, ma si ritiene che
questo possa far creare sospetti nei rispondenti che potrebbero evadere o eludere
le domande proposte. L’obiettivo € anche in questo caso quello di stimare 1’igno-
ta proporzione degli appartenenti ad una certa categoria, ritenuta delicata. Sia
quindi A questa categoria e Y sia quella incorrelata con A. L’intervistato esegue
un esperimento casuale e dovra fornire all’intervistatore un ”.SI” o un " NO”
in accordo al suo status e alla affermazione che casualmente gli viene posta. Si
noti sin d’ora che anche la proporzione di coloro che posseggono 'attributo Y
¢ ignota e la somma di queste due proporzioni potrebbe essere inferiore, uguale
o superiore all’'unita. I rispondenti infatti potrebbero appartenere ad uno solo
o anche ad entrambi i gruppi. Immaginiamo ad esempio il caso di aver abortito
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e di essere stati a Parigil Si estraggono quindi due campioni indipendenti di
numerosita rispettivamente n; e ny (non necessariamente uguali); ognuna delle
unita statistiche dei due campioni esegue un esperimento casuale il cui risultato
¢ ignoto all’intervistatore al quale viene data la risposta ”.SI” o ?NO”. I casua-
lizzatori utilizzati nei due campioni saranno diversi se non nella forma, almeno
nella probabilita che si verifichino gli eventi o meglio le affermazioni:

Appartengo al gruppo A

Appartengo al gruppo Y

Nel caso particolare poi in cui insistano piu intervistatori su di un campione,
il casualizzatore deve assolutamente essere uguale in tutto e per tutto, per evi-
denti motivi di non far insospettire i rispondenti. Sia ora p; la probabilita che
venga estratta dall’intervistato 'affermazione di appartenenza al gruppo A nel
primo campione e ps ’analoga probabilita nel secondo campione. In generale
sara p; # pe. Per analogia sia 1 —p; la probabilta che nel primo campione venga
estratta l'affermazione di appartenenza al gruppo Y (non delicato) e 1 — ps sia
la stessa relativa al secondo campione.

Supposto che vi sia la totale veridicita da parte dei rispondenti, la probabilita
di ottenere la risposta ”SI” nei due campioni e rispettivemente pari a :

M =pima+ (1 —pi)ny

A2 = pama + (1 — p2)Ty
Quindi gli stimatori di massima verosimiglianza sono:

A (1 —p2) — A2(1 —p1)
b1 — P2

TA =

B A1p2 — Aap1
y = =2 e
b2 —p1

le cui stime si ottengono sostituendo nelle espressioni la proporzione dei ” SI”
ottenute nei due campioni:A; e As.
Se
)\1 ~ Bi(nl, )\1)

e se
)\2 ~ B’i(nz, )\2)
allora lo stimatore della varianza di w4 sara

1 AL(1=A)(1 = p2)? N A2(1=Xg)(1 = p1)?
(p1 — p2)? ni 2

Var(fy) =

la cui stima si ottiene sostituendo A1 e Ay con la stessa proporzione di ”SI”
ottenuta rispettivamente nel primo e nel secondo campione.
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Va detto che in generale si sceglie

p1+p2=1 (1)

e non si prendono in considerazione i casi in cui po = 0 e p; = 1 poiche
verrebbero meno le considerazioni fatte sui casualizzatori. Nei prossimi paragrafi
questi casi particolari verranno trattati separatamente per la scelta di non dover
stimare 7y o per la scelta di non voler lavorare con due campioni.

La scelta di p; deve essere tale che esso in valore sia lontano da 0.5 ma
contemporaneamente non deve creare sospetto nei rispondenti: gli studi empirici
suggeriscono p; = 0.2 o p; = 0.2 con uno scostamento, sia in senso positivo che
negativo di 0.1. Fissato p; in generale si ottiene anche ps, ma se volessimo
ignorare la (1), la scelta di pa deve essere tale da rendere minima la variabilita
dello stimatore 7 4, per un fissato livello di 7y, n1,ns. La teoria ci suggerisce di
prendere p; lontano da ps: se I'uno sta sotto il valore 0.5, ’altro deve essere il
piu vicino possibile all’'unita e viceversa, cercando sempre di non insospettire il
rispondente.

Per quanto concerne invece la scelta di 7y, deve essere:

1. per m4 < 0.5 si necessita di un 7y piu piccolo possibile
2. per w4 > 0.5 si necessita di un my piu grande possibile
3. per m4 = 0.5 si necessita di un 7wy vicino ai valori 0 o 1

Tutto questo perd in coerenza con il fatto che se my & prossimo a zero
viene meno l'effetto della domanda incorrelata. E’ bene quindi che esso non sia
sotto il valore 0.1 e non superi il valore 0.9, tenendo presente che risultano piu
accettabili, se possibili, valori compresi tra 0.25 e 0.75.

La dimensione campionaria ottima e la seguente:

mo \//\1(1 —A1)(1 = pa)?

ny \ Aa(l—A2)(1—p1)?

Inoltre si dimostra! che il confronto con il modello di Warner, in termini di
varianza puo essere cosl formulato: se p € (po, 1) ove py = 0.339333 & I'unica

soluzione in [O, %] di

1
1+p?

=4p(1—p)
allora

Var(ts) < Var(zw).

2.3.1 1l caso particolare in cui 7y € noto a priori.

Si prenda ora in considerazione il caso in cui la proporzione di coloro che pos-
seggono ’attributo non delicato sia noto a priori. Vi possono essere infatti studi
precedenti che forniscono informazioni su detto attributo oppure le informazioni
sono disponibili presso organismi pubblici o privati come ad esempio ’anagrafe

1Dowling & Shachtman, 1975
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o i centri di ricerca. In tale contesto va da se che serve soltanto un campione e
lo scenario che si presenta ¢ il seguente. La probabilita di ottenere una risposta
affermativa e data da:

M =pima+ (1 —m)7my
La stima di MV ¢ data da:
AL — 7TY(1 - pl)

ATy =
b1
la cui varianza risulta essere pari a:
A(1 =)
Var(malny) = ———=
np?

ove n ¢ la dimensione dell’unico campione necessario e p; € la probabilita di
estrarre I'affermazione legata al carattere delicato.
Anche in questo caso si dimostra che se p € (pgo, 1) ove pgy = 0.381966 allora

Var(zs) < Var(fw) V(my,ma) € [0,1)?

Inoltre in generale la varianza dello schema di Simmons, con proporzione
nota del carattere non delicato, risulta essere sempre inferiore a quella con pro-
porzione ignota dello stesso carattere non delicato, per ogni valore di p, wy e
TA.

2.4 Applicazione della tecnica RR a variabili quantitative
(di Greenberg, Abernathy e Horvitz del 1969).

Si tratta probabilmente del primo contributo in ambito di modelli a risposte
casualizzate per quanto concerne le variabili. Tale metodo viene applicato ad
un caso reale avente per obbiettivo la stima della quantita di aborti avuti da un
certo numero di donne entrate a far parte del campione. L’impostazione di base
ricalca quella classica e il casualizzatore utilizzato ¢ una scatola, di opportuna
composizione, avente una finestra attraverso la quale poter vedere il colore della
pallina selezionata. A seconda del colore che compare vengono proposte le due
seguenti affermazioni:

1. ”Quanti aborti ha avuto fino ad oggi?”

2. ”Se una donna dovesse lavorare full-time, quanti figli potrebbe avere?”

Nella fattispecie, I'urna era composta di 35 palle rosse e 15 blu alle quali
sono state associate rispettivamente la prima e la seconda affermazione. La
vera differenza nel caso in parola & che la risposta data dal rispondente ora non
¢ un ”"SI” o un "NO” ma un numero. Tale numero & per il ricercatore di ignoto
riferimento per quanto concerne le affermazioni per evidenti motivi di protezione
del rispondente. Come nello schema di Simmons si necessita di due campioni
indipendenti di numerosita rispettivamente n; e ny (nello studio effettuato era
ny = 623 e ny = 287), stratificati e non sovrapposti.

Siano quindi:
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e 11 e N9 le numerosita campionarie

e p; la probabilita di estrarre la palla rossa nel campione i; ¢ = 1,2

e 1 — p; la probabilita di estrarre la palla blu nel campione ; i = 1,2
e 2;; la risposta dell’individuo j nel campione ¢

e f(A) la funzione di densita associata al carattere delicato (numero di
aborti)

e f(Y) la funzione di densita associata al carattere non delicato (numero di
figli) che deve essere molto simile, nella forma, ad f(A) eccezion fatta per
il parametro di localizzazione

e A la stima della media di f(A)
e Y la stima della media di f(Y)
e Z; la media delle risposte ottenute nel primo campione

e Z, la media delle risposte ottenute nel secondo campione

Cio premesso dalla metodologia si ottengono i seguenti stimatori delle medie
didediY

(1—p2)Z1 — (1= p1)Z>

ma =
P1 — P2
pQZl —p122
my = ——
b2 —p1

La varianza di detti stimatori e:
1

m [(1 - Pz)gVar(Zl) +(1- p1)2Var(Z2)]

Var(ma) =

1

m [pgvm’(zl) + p%VC”’(Zz)]

Var(my) =
Si precisa che Z; ¢ la distribuzione delle risposte date nei due campioni!

2.4.1 Come scegliere la variabile non delicata.

Risulta fondamentale che I'affermazione o la domanda legata alla caratteristi-
ca non delicata sia tale per cui la risposta da registrare dall’intervistatore sia
espressa nella stessa unita di misura delle risposte date alla domanda delicata
(dollari, sterline, numero di volte che & accaduto un certo avvenimento). Fissato
quindi il criterio di scelta su p; e po, i parametri su cui si puo intervenire sono

ni,Na, by € 032/. Per alcuni valori fissati di nq,n9, la varianza degli stimatori

diminuisce con il diminuire di 0% e |pua — puy|. Tutto cid risulta essere una
importante guida nella scelta della domanda o affermazione non delicata: non
importa quanto il carattere Y sia diverso o assomigli al carattere delicato A in

media ma piuttosto quanto pitt uniformi o piu vicine possibili siano le risposte.
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Operativamente un’accurata scelta potrebbe essere quella che vede convergere
le medie dei due caratteri A e Y, con varianza o3 minima. Si noti pero a tal
riguardo che se 0% fosse considerevolmente piul piccola di 0%, si potrebbe as-
sistere ad una caduta nella cooperazione da parte dei rispondenti. In generale

quindi dovra essere:

Hy — HA

oy — 0}

2.4.2 Come scegliere le numerosita campionarie.

Le numerosita campionarie che minimizzano la varianza dello stimatore fiz
devono essere tali da verificare la seguente relazione:

mo_ \/(1 —p2)?Var(Z1) (1 —p2)*[(1+pi(¢F —1) + p1(1 — p1)¢3]

n2 (1=p1)2Var(Za) (1 —p1)?[(1+p2(¢3 — 1) + pa(1 — p2)¢3]
dove:
b1 = g4 bo = HA — Py
Oy Oy

In molte situazioni comunque, un’accettabile approssimazione ¢ data da:

mo.p
na b2
fissato p1 + p2 = 1. Nel caso specifico in cui i parametri della variabile Y

siano noti a priori evidentemente non servono piu due campioni ma ne basta
uno solo e lo stimatore e la sua varianza risulatano essere pari a:

X Z—-(-puy
fialpy = ————
p
Var(Z) B Var(Z)
> np?

Var(fialpy) =

2.5 Il modello per la ottimizzazione del modello di Sim-
mons (di Moor del 1971).

Avendo come riferimento il modello di Simmons, si estraggono due campioni
casuali semplici con reinserimento, indipendenti e di numerosita rispettivamente
n1 e ng in cui la probabilita di estrarre ’affermazione legata al carattere delicato
¢ pari rispettivamente a p; e py. Se si suppone che tutti i rispondenti dicano la
verita & noto che la varianza dello stimatore di w4 (proporzione di coloro che
posseggono la caratteristica delicata) é:

1 )\1(1—)\1)(1—])2)2 + )\2(1—)\2)(1—])1)2

V T =
ar(7rA) (pl *p2)2 n N2

(2)
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ove Ai =pima+ (1 —pi)my per i=1,2

Come al solito my e la proporzione di persone che posseggono la caratteristica
non delicata. La minimizzazione della (2) viene qui proposta ponendo ps = 0;
questo implica che nel secondo campione si interroghi solo circa ’attributo non
delicato e che nello stesso campione non venga fatto uso di casualizzatore. Un
tale utilizzo del secondo campione puo servire in fase preliminare per ottenere
il valore di my che al momento dell’indagine vera e propria su w4 potrebbe
essere considerato noto a priori. Ovviamente nei casi in cui 7y fosse gia noto,
tale fase preliminare risulterebbe inutile. Se volessimo fare un confronto tra
quanto suggerito da Simmons, ossia p; = 1 — p; e la scelta di ps = 0 si possono
evidenziare almeno tre vantaggi di quest’ultima impostazione:

e 74 ha varianza di stima minima

e i costi di intervista sono piti contenuti vista 'applicazione del casualizza-
tore solo nel primo campione

e se la caratteristica Y puo essere scelta dal ricercatore, ¢ possibile stimare
my con metodi molto meno dispendiosi dell’intervista diretta.

Il confronto invece con il metodo di Warner & reso possibile ponendo p; = p
ed ¢ evidente la maggior efficienza che si ottiene dal passaggio da p, = 1 —
p1 a pa = 0, minimizzando la (2) rispetto a ny e ny e per n costante. La
minimizzazione risulta essere pari a:

[0 VRT A+ (- p) VA A |
(p1—p2)\/ﬁ

ove il simbolo (%) denota la scelta ottimale delle dimensioni campionarie
poste pari a:

Var(ia)

ni

= 3)

\/Alu —M)(1 = pa)?
)\2(1 — )\2)(1 —p1)2

Per i valori piu interessanti di 7y, (0.1;0.5), fissato m4 = 0.2 e fissata la
miglior allocazione per ni e ns, il guadagno in termine di precisione delle stime
(o se si vuole in termini di errore di stima) & circa '80% per P, = 0.7, il 25%
per P, = 0.8 e il 5% per P, = 0.9.

In sintesi si forniscono alcune utili indicazioni:

T2

e SCELTA DI ny = Y tale per cui ’7Ty - %| = max

e SCELTA DI p; = fissato p; > pa, il primo deve essere il piu possibile vicino
all’'unita, rispettando sempre il concetto di protezione del rispondente.
Questa condizione ¢ tale da rendere minima Var(#4)*

e SCELTA DI py = deve essere piul basso possibile e come detto anche pari
a Zero.

In quest’ultimo caso,

(1 —p)v/mrd—m) + VM- M) |
P1\/ﬁ

Var(fia)* =
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e la peggior scelta di my € quando esso vale 0.5; in questo caso si dimostra
comunque che il modello qui presentato resta preferibile a quello di Warner.

2.6 Il modello di Eriksson (del 1973).

Vengono qui proposti due modelli introdotti per la stima di parametri riferiti
I'uno ad un piano di campoionamento per variabili e l'altro ad un piano di
campionamento per attributi.

2.6.1 1l caso delle variabili.

Si consideri una popolazione di N persone alle quali sono associati i valori
X1, X, ..., Xy di media px e varianza 0% . Si assume che sia possibile elencare
L valori Y7, Y5, ..., Yy, talche tutti i valori X; siano inclusi. La distribuzione dei
valori Y deve essere scelta in modo tale che le persone siano convinte che l'in-
tervistatore abbia scarse possibilita di indovinare se la risposta rivela la verita o
meno circa un aspetto considerato delicato. Al momento dell’intervista vengono
utilizzati due diversi tipi di carte, riportanti ciascuno le seguenti affermazioni:

e Dai la risposta correttamente

e Dicci se il tuo valore ¢ Y;

ove la proporzione di carte del primo tipo € p mentre la proporzione di carte
del secondo tipo e riportante il valore Y; ¢ p;, in coerenza con la relazione:

L
ij =1-p
j=1

La media e la varianza dei valori delle carte del secondo tipo sono:

L
.
=3 Vg
= P

L .
oy =Y (V; - HY)zlpij
i=1 P
L’intervista con la i-ma persona, che possiede il vero valore X;, consiste
nel chiedergli questo valore, di fargli estrarre una carta a sorte e di fargli
dare la risposta in coerenza con quanto uscito dall’esperimento casuale. Per
ogni intervistato I’esperimento viene replicato k volte in modo indipendente.
Il valore fornito dall’i-mo intervistato alla v-ma replicazione viene considerata
come una osservazione di una variabile casuale Z;, avente spazio campiona-
rio Qz,, = (X;,Y1,Ys,...,Y.) con associata probabilita rispettivamente pari a
p,P1,DP2; -+, PL-
Dato quindi un campione di n persone sottoposte a questo tipo di intervista,
le medie condizionate di :

- > Ziw
7 =
k
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nk

SOno:
L

Ez(Ziw) = pXi+ Y Yipj = pXi+ (1 —p)py
i=1

Ez(Z) =pXi+ (1 —p)uy

Ez(Z) =pX + (1 —p)uy

Supponendo che £ = Y a;X; sia uno stimatore di ux, utilizzando un ar-
bitrario campione di n persone sottoposte ad intervista diretta si ha che nel
modello RR, una stima di px e:

> ai(Zi — (1 —p)py)
D

bx =

il calcolo della varianza risulta molto complicato ma se si considera il caso in

>

cuia; = % ef=~=~—= X si ha la seguente formula semplificata (per campioni

autoponderati)

- 1—p (02
Var(jix) = Var(X) + —= [ =X + o2 — 2
(jix) ( >+nkp<p+ 3+ (ux — py)
ove il primo termine indica la varianza che si ottiene con la intervista diretta

e stimatore &, mentre il secondo termine fornisce I’aumento di varianza dovuto
al modello RR.

2.6.2 1l caso delle mutabili.

Si consideri una popolazione suddivisibile in ¢ gruppi disgiunti A;, Ao, ..., A;.
Sia da stimare la proporzione di individui della popolazione appartenti a cias-
cuno di questi gruppi e per far cio viene utilizzato lo stesso meccanismo prima
descritto; ’esecuzione di un esperimento casuale porta all’estrazione di una car-
ta contenente, con probabilita rispettivamente di p e 1 — p, le seguenti due
affermazioni:

1. Dai una risposta vera
2. Appartieni al gruppo A;? i=1,2,...,t

Consideriamo ad esempio la stima di 7y, proporzione di coloro che apparten-
gono al gruppo A;. Se le carte di tipo 2 hanno una frequenza relativa pari a 7y
e quelle di tipo 1 pari a 1 — 7y e I'intervistatore registra il valore 1 alla risposta
del tipo ”appartengo al gruppo A;” e il valore 0 altrimenti, allora valgono i
risultati precedentemente descritti.

Sia quindi
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Zi; = (1,0) le possibili risposte dell'i-ma persona del campione alla j-ma
estrazione della carta.
Per campioni casuali semplici si ha:

. Z—(Q-pry Z-p
771: =
p p

7T1(1 77’(1) (N*Tl)

Var(i) = - N1 +
1— 1-—
" (nkpp) (wy(p Ty +7r1(1—7r1)+(771—77y)2).

L’esperienza sul campo suggerisce che per m; < 0.5 si deve prendere 7y
piu piccolo possibile, in coerenza con il rischio di aumentare gli errori extra
campionari. Analogamente, se m; > 0.5, allora 7wy deve essere piu grande
possibile.

Si dimostra inoltre che se le sottopopolazioni fossero solo due e si estraesse
un campione casuale semplice con parametro k = 1, la varianza del presente
metodo risulta essere inferiore rispetto a quella del metodo di Warner.

Un vantaggio del presente metodo ¢ che a prescindere dal numero di pro-
porzioni da stimare, si abbisogna solo di un unico campione; con i metodi in-
trodotti invece si abbisognerebbe di ¢ campioni indipendenti (¢ — 1 nel caso in
cui 7y fosse nota).

2.7 Il modello con due domande alternate (di Folson del
1973).

Il modello che viene qui presentato sviluppa una nuova tecnica RR che utilizza in
modo piu efficace il secondo dei due campioni estratti. L’idea di base ¢ quella di
introdurre una seconda domanda incorrelata (Y2) con lattributo delicato A e di
far uso sia di intervista sottoposta alle leggi probabilistiche del casualizzatore, sia
di intervista diretta. Quindi nei due campioni S; e Ss, vengono somministrate
tramite selezione casuale le affermazioni relative ai caratteri rispettivamente A,
Y1 e A, Y, mentre vengono fatte interviste dirette di tipo faccia a faccia circa
i caratteri non delicati Y5 e Y;. Va da se che ogni rispondente di entrambi i
campioni potrebbe rispondere o ad una domanda per tipo, tra delicata e non,
oppure ad entrambe le domande non delicate.
La tabella che segue sintetizza quanto appena esposto:

S1 Sy
Randomize device Q4 Qa
Intervista diretta  Qy, Qv

Tabella 1: Esemplificazione del metodo di Folson
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In termini probabilistici le affermazioni collegate ai caratteri delicati vengono
estratte con probabilita pari a p e cio fissato sia:

£\

(3

la probabilita di ottenere una risposta del tipo ”SI” alla domanda con ca-
sualizzatore nel campione ¢ = 1, 2;

A4

(3

la probabilita di ottenere una risposta del tipo ”SI” alla domanda diretta
nel campione i = 1, 2;

Ard
(2
la probabilita di ottenere una risposta del tipo ”SI” ad entrambe le domande

nel campione ¢ = 1, 2; in termini probabilistici questo significa che nel campione
Sli

A =pra+ (1 —p)my,
)\? = ’/Ty2

)"i‘d = PpTAy, + (1 *p)WY1Y2

e che nel campione Ss:

Ay =pra+ (1 —p)7y,
)\g = ’l'ry1

Ao = prav, + (1 =p)mviy,
dove
e 714 =proporzione della popolazione con attributo delicato;

e 7y, =proporzione della popolazione con l'attributo non delicato Y; e i =
1,2

e w4y, =proporzione della popolazione con l'attributo delicato e quello
innocuo Y; (i = 1,2);

® Ty,y, =proporzione della popolazione con entrambi gli attributi innocui
Yl (S YQ.
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Due stimatori corretti di TA ossono essere ottenuti dalle frequenze osser-
)
vate dei ”SI” nei due campioni:

AT — (1 - p)A

Ta(l) = »

A — (1 —p)Ag

#a(2) = ;

Se (1) e w4(2) fossero stime statisticamente indipendenti di w4, allora
lo stimatore ottimo potrebbe essere una media pesata dei due, con pesi w;
inversamente proporzionali alla varianza di 7 4(7). Nel caso di dipendenza tra i
due stimatori dalla metodologia deriva la seguente buona approssimazione della
varianza:

CN(A =) 4 (1 —p)ay (1 —7y)
= Ny

Va?“(ﬁ'A)UQ

ove il simbolo U2 sta ad indicare che si tratta del modello a due domande
incorrelate. L’autore propone come domande incorrelate ad A quelle del tipo:

1. Sei nato/a nel mese di aprile?

2. Tua madre & nata nel mese di aprile?

Con l’accorgimento che quando una delle due domande incorrelate sposta
I'attenzione su un altro soggetto o su un altro oggetto personale rispetto al
quale la risposta pottrebbe essere ignota al rispondente, ['autore suggerisce di
provvedere alla messa a punto di una batteria di domande sostitutive come la
data di nascita del marito e del figlio primogenito. In generale questi suggeri-
menti non vengono pienamente condivisi per motivi gia esposti in precedenza:
si pensi soltanto alla diffidenza che possano creare domande cosi personali; il
rispondente medio potrebbe ritenere di essere individuato dando risposte legate
alle date di nascita o di matrimonio che non dovrebbero pertanto essere prese
in considerazione. Molte altre domande potrebbero essere utilizzate, come ad
esempio, quelle relative ai gusti culinari o alla visita di talune citta.

Un’altra forma della varianza di m4 puo essere:

2222 _ 22
Vv ~ _ 12 12
ar(®av2 = So 57 ov,

ove

¥ =Var(fa(1)) = ]% [A{(ln: A1) + (1 _p)2”37;;(1 - 7TY1)]

A1 =2 + (1 —p)?my2(1 — Wyz)}

1
»2 = T4(2) = =
Var(7a(2)) = { o -

Y19 = Cov[Ta(1),74(2)]
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Vediamo ora quale allocazione ¥, con ny = 9N e ng = (1—9)N, minimizza la

. . . . . _ _ _ 2
varianza dello stimatore. Nel caso specifico in cui 1y = mye = 1y, Ty1y2 = Ty
€ TAyl = Tay2 = TATy, tale ¥ € pari a 0.5. In generale si assume che ¥ = 0.5
¢ tale per cui:

TL1:’19N
No = (1 719)N

(Fa)vz = 97a(1) + (1 = 9)7a(2)

che fornisce inoltre una stima corretta di Var(w4). Il valore ottimo di o risulta
essere pari a:

¥2 — Yo

Dopt = w2y
LI SR S

Va detto infine che una scelta accurata delle domande relative ai caratteri non
delicati, positivamente correlati con il carattere delicato, permette di aumentare
la precisione degli stimatori. In termini di efficienza il modello proposto & sempre
migliore del modello di Moors, fatta eccezione del caso in cui my sia noto a
priori. Per il modello appena esposto l'autore propende per fissare p = 0.5
a cui corrisponde un randomizzatore molto semplice, quale il lancio di una
moneta, in grado di destare meno sospetti di altri casualizzatori. Inoltre se
74 = 0.2 e piy = 0.1 si ha un aumento in efficienza del 27% rispetto all’uso
della intervista diretta; tale aumento di efficienza passerebbe al 53% se a parita
di parametri p passasse da 0.5 a 0.7. Anche se molto efficiente questo modello
non ha trovato molte applicazioni e probabilmente questo & dovuto al fatto
che I'impianto dell'indagine risulta abbastanza pesante a fronte di altri modelli
molto piu semplici nella loro costruzione, anche se meno efficaci: credo che il
modello di Simmons in tal senso sia molto significativo.

2.8 Tecnica RR con un nuovo casualizzatore (di Liu, Chaow
e Mosley nel 1975).

La novita che viene qui proposta riguarda il casualizzatore, formato da una
grande boccia avente collegato un lungo tubo. La boccia risulta essere il con-
tenitore delle palle e il tubo il risultato dell’esperimento casuale. Si supponga
quindi che una popolazione possa essere suddivisa in k£ gruppi mutuamente
esclusivi e per semplicita sia il colore 1 rappresentante del gruppo 1, il colore 2
rappresentante del gruppo 2 e cosi via. Il numero di palle per colore puo essere
diverso ossia mji # mgy # ms3 # ... # my con m;=numero di palle di colore i e
Zle m; = m = numero totale di palle. Al rispondente & richiesto di portare il
casualizzatore con il tubo verso I’alto, di scuoterlo e di girarlo con il tubo verso
destra in modo da far cadere tutte le palle nel tubo. Lo stesso tubo ¢ contras-
segnato in m punti, ognuno per posizione occupata dalle m palle. I rispondenti
devono fornire la posizione occupata dalla prima palla il cui colore lo identifica
con il gruppo a cui appartiene. Il tubo e trasparente solo su un lato in modo
tale che 'intervistatore, posto lontano dall’esperimento, non possa vederne il
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risultato. Per quanto concerne la stima dei parametri sia X;;, la probabbilita
che la prima palla di colore ¢ sia nella prima posizione, fissata pari a:

m;

Xi1=—
m
La probabilita X; 3 risulta essere pari a:

X4 m—m; m-—m; — 1 m;
’ m m—1 m—2

In generale si ha che la probabilita che la prima palla occupi la posizione
j—ma é:

m!(m—m;+1—7)!

. o | G = 12,3, (m—mi + 1)
I altrove

Ora sia m; la vera proporzione del gruppo ¢ nella popolazione in modo tale
che

Ora la probabilita che un intervistato risponda j, ossia P;, e:

k
Pj:ZmXi,j j:1,2,...,(m—mi+1)
=1

Se un campione di dimensione n viene tratto da una popolazione e n; ¢ il
numero di intervistati che hanno risposto j, allora Y; = %’ perj=1,2,....m, e
inoltre

k
E(Y;) =P =) mX;
=1

Si puo anche scrivere il seguente modello lineare:

k k—1
Y}' = Zﬂ-iXi,j +€j = Z?'Q‘Xl‘j +7Tkaj —+ 6]‘ =
i=1 i=1
k—1 k—1
= ZTQ‘X”' + (]. — Z’/TZX”)XI’J] + €; =
i=1 i=1
k—1 k—1
= Zﬂ-iXij —|—ij —I-Xk‘.]Z?Tl + e
i=1 i=1
da cui
k—1
Yj = Xij = > mi(Xij — Xkj) +e;
i=1
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e in forma matriciale

Y=Xr+e
ove
Y =[Y; — Xy;] & vettore m x 1
X = [X;; — Xi;| € matrice m x (k —1)
= [m;] & vettore (k—1) x 1
e = [e;] ¢ vettore m x 1

Ovviamente E(e) = 0 e la matrice di varianza-covarianza di e, ossia V = v;;
del tipo m x m ha componenti pari a:

Pi(1-P) —P,P;
i = ————— € ij = ——
n n

La stima di 7 con il metodo dei minimi quadrati pesati ¢ data da:

F=X'VX)"'X'Vvly

k-1
T =1— E .
i=1

Se C = (X'VX)~! e ¢;; ¢ il valore dell'i-ma riga e della j-ma colonna di C allora
il vettore varianza-covarianza di 7 e:

Var(®)=C

k—1 k—1
VCL’I’(’/'ATk) = Z Cii + 2 Z Cij
i=1

i#]
2.8.1 Alcune notazioni sull’efficienza degli stimatori.

Il numero minimo di palle necessarie per stimare i k gruppi mutuamente esclusivi

e:

k(k +1)
=

Ovviamente questo non ¢ il numero ottimo che rende minima la varianza
degli stimatori, visto che la stessa varianza ¢ una funzione di m e di X, e X e
determinato dal numero di palle contenute nel casualizzatore. Prendendo come
esempio un caso tricotomico, la varianza che ne risulta ci permette di fare alcune
considerazioni di massima:

Min(k) =1+42+3+ ..+ k=

1. se m; < my < mg3 e my, mg sono fissati, la varianza delle stime puo essere
diminuita se si aumenta mg. Cido nonostante, non c¢’¢ un valore ottimo
di m3 ma maggiore ¢ quest’ultimo, migliore ¢ l'efficienza dello stimatore.
Cosi la varianza dello stimatore utilizzando una combinazione di palle di
1:2: 3 e maggiore di quella di 1: 2 : 4 e quest’ultima e piu grande di
quelladi1:2:5;

25



2. sem; < mg < M3 e Mo, mg sono fissati, la varianza gradatamenta aumenta
all’avvicinarsi di m; a ms. In ogni caso all’avvicinarsi di m; a 1, la
varianza gradualmente diminuisce. L’ottimo si raggiunge quando m; =1
e la varianza degli stimatori € minima quando la combinazione delle palle
€1:4:5, aumenta per 2:4:5 e massima per 3:4:5;

3. se m; < mo < mgz e my, mg sono fissati, la varianza di w3 aumentera ma
quella di 77 diminuira al convergere di mgy verso ms. Contrariamente, se
mg converge su mq, la varianza di m; aumentera ma quella di 73 diminuira.
La varianza di m; & maggiore con la seguente combinazione di palle1:2:5
rispetto a 1 : 3: 50 1 :4 :5. In generale sembrerebbe che I’aumento
dell’efficienza di uno stimatore comporti il diminuire di quella di un altro;

4. se il rapporto di palle e fissato ma il numero di palle cambia, I'efficienza
degli stimatori raggiunge 1’ottimo con il minimo numero di palle;

5. se il numero totale di palle ¢ fissato, € noto che 'ottimo per m; ¢ m; = 1.
Se abbiamo invece informazioni a priori su m, possiamo selezionare una
delle possibili combinazioni che hanno m; = 1 e nelle quali il coefficente
di variazione per ogni parametro € circa lo stesso; questo fornirebbe la
giusta combinazione di palle;

6. per ridurre la varianza degli stimatori, i valori di m; dovrebbero essere il
piu dissimili possibile. Cosi il colore corrispondente al piu piccolo numero
di palle potrebbe essere associato con la caratteristica non delicata, in
modo da aumentare la collaborazione dei rispondenti.

2.9 1l modello a due stadi per variabili (di Reinmuth e
Geurts del 1975).

La necessita di introdurre alcune modifiche nei metodi fin qui proposti nasce da
un sottoprodotto di uno studio condotto dagli autori per I’ Associazione di Vendi-
ta al Dettaglio di Honolulu. La scopo dello studio fu di esaminare I'intensita del
taccheggio nei centri commerciali di Honolulu. Piu specificatamente, I’obiettivo
era di determinare la frequenza del taccheggio su un settore di acquirenti che
poteva essere considerato di taccheggiatori, ossia la frequenza di azioni ripetute
di taccheggio tra i taccheggiatori. La proporzione di taccheggiatori nella popo-
lazione di tutti gli acquirenti dei centri commerciali di Honolulu puo essere
stimata da un modello RR dicotomico applicato a dati qualitativi. II risultato
¢ una proporzione g, che stima la proporzione di taccheggiatori. La frequen-
za di taccheggio ¢ invece una risposta quantitativa. Va detto che una classica
indagine di tipo RR per variabili, registrerebbe un grande numero di risposte
negative, indicativo del fatto che la maggioranza dei frequentatori non e solita
alla pratica del taccheggio! Una stima in tale contesto fornirebbe la frequenza
media di taccheggio per acquirente e risulterebbe scarsamente rappresentativa.

Per stimare invece la frequenza di taccheggiamento su coloro che praticano
tali azioni si necessita di combinare i due modelli RR per variabili e per attributi.
Viene qui proposto uno stimatore rapporto a due stadi del tipo:

g=Hs
s
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rapporto tra frequenza stimata di taccheggio sulla popolazione stimata dei
taccheggiatori.

Utilizzando un simile approccio & indispensabile che le due stime fig e g
derivino da campioni indipendenti e non sovrapposti per almeno due ragioni. La
prima & che un rispondente potrebbe essere piu riluttante a dover dar risposta
a due domande delicate; inoltre potrebbe capitare anche il caso assurdo in cui
alla prima domanda si risponda di non essere taccheggiatore e alla seconda di
dover rispondere al quesito circa il numero di volte in cui si ha taccheggiato. La
seconda ragione e di tipo puramente teorico: se i due stimatori provengono da
campioni indipendenti, allora risultera piu semplice ricavare la distribuzione del
loro rapporto.

Nell’impostare il disegno dell’indagine ¢ bene tenere presente i seguenti due
aspetti:

1. la numerosita campionaria totale deve essere divisa in due sottocampioni
indipendenti e non sovrapposti tali che
m_ P

n2 D2

2. la distribuzione della domanda innoqua deve essere il piti possibile simile
a quella della domanda delicata per evitare di insospettire i rispondenti.

Date le premesse metodologiche si ha che:

=[] s

Si dimostra che mug e pig sono stimatori corretti di pg e mg rispettivamente.

Ma
()2 sty s ()%

Cochran fa due notazioni circa ’errore degli stimatori del rapporto campionario.
Anzittutto ha rilevato che l'errore ¢ dell’ordine di % e lo rende trascurabile nei
grandi campioni; inoltre se le quantita stimate sono linearmente dipendenti
(con retta passante per lorigine), lo stimatore risulta essere corretto. Nel caso

in esame questo € vero; infatti:
B ( ,US> B
TS

per tutti i possibili valori di mg. Nell’applicazione di cui stiamo trattando ov-
viamente 75 e E(fig|ms) sono linearmente dipendenti con retta passante per
Porigine. Se considerassimo infatti il caso in cui non vi siano taccheggiatori
(ms = 0), la frequenza attesa di taccheggiamento per cliente sarebbe zero. In-
oltre se la proporzione di taccheggiatori (7g) aumentasse ci si attenderebbe che
aumentasse anche la frequenza attesa. In generale se un taccheggiatore sa che
ci sono molti altri suoi colleghi ¢ ragionevole pensare che il fenomeno dilaghi.
Tale ragionamento vale anche per il viceversa.
Si dimostra che:
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E(—0) = %Var(frs)

s
la cui stima risulta essere pari a
0 A
— Var(ws)
s

e fissato 0’ pari alla differenza tra la stima e la distorsione di stima, esso
risultera pari a :

Si noti che la distorsione di stima e mg sono inversamente proporzionali.
Se volessimo interpretare questa informazione dovremmo dire che piu piccola
e la proporzione di taccheggiatori sui clienti, maggiormente nasconderanno il
loro comportamento, quando si osservano tutti i clienti, e piu basse saranno le
frequenze di taccheggio date in risposta dai taccheggiatori attuali.

Un’approssimazione della varianza di stima puo essere:

Var(6) = 73% (Var(is) + 02Var(#s))

2.9.1 1 tratti salienti dello studio.

Sono stati selezionati 342 clienti del piu grande centro commerciale di Honolu-
lu. Lo studio & stato condotto su un periodo di 5 giorni consecutivi da due
intervistatori. Il casualizzatore era costituito da un sacchetto nero contenente
75 tavolette nere e 25 bianche. Nella prima fase dello studio si & stimato g con
una numerosita campionaria pari a 184 suddivisa in due campioni indipendenti
e non sovrapposti di numerosita rispettivamente di 138 e 46. Le due domande
proposte erano:

1. Negli ultimi 12 mesi ha taccheggiato qualcuno?

2. Oltre a oggi & venuto qui altre volte?

Nel primo campione venne associata la prima domanda con il colore nero e
nel secondo campione con il colore bianco.

Per determinare invece 'intensita di taccheggio nella popolazione oggetto
di studio, fu estratto un altro campione di dimensione pari a 158 unita e sud-
diviso poi in due sottocampioni indipendenti e non sovrapposti di numerosita
rispettivamente pari a 126 e 42 unita. In questo caso le domande proposte
furono:

1. Quante volte hai taccheggiato qualcuno in questo centro commerciale?

2. Oltre a oggi, quante volte & venuto qui?
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La prima domanda fu associata nei due campioni rispettivamente al colore
nero e al colore bianco. Si noti che in entrambi i campioni fu posto p; = 0.75 e
P2 = 0.25.

Questa tecnica potrebbe essere applicata anche ad altri ambiti come ad
esempio:

1. Stimare la frequenza dell’uso di droga nella popolazione dei drogati.

2. Stimare il numero medio di acquisti di un prodotto sensibile sugli utiliz-
zatori abituali.

3. stimare l'incidenza dei crimini commessi dai colletti bianchi tra tutti quelli
commessi dai dipendenti.

2.10 Il modello di Liu e Chow (del 1976).

Questo modello viene introdotto per la stima di parametri quantitativi e prende
le mosse da altri contributi, con la modifica pero dell’uso del casualizzatore. Si
tratta infatti di una boccia con un tubo sul quale insiste una finestra grazie alla
quale ¢ possibile vedere il risultato dell’esperimento. Le palle contenute sono
di due tipi diversi: quelle di colore bianco sulle quali ¢ riportato un numero
intero compreso tra 0 e k e quelle di colore rosso. La composizione dell’urna
viene scelta a priori e pertanto le quote delle varie palle sono fissate prima di
eseguire l'esperimento. Di fatto siamo in presenza di un’urna che contiene non
due tipologie di palle bensi k + 1. Gli intervistati devono eseguire il seguente
esperimento: mescolare la boccia, ruotarla verso destra in modo tale da far pre-
cipitare una palla verso la finestra, osservare 1’esito dell’esperimento e nel caso
in cui la palla fosse rossa debbono rispondere al quesito delicato, contrariamente
debbono comunicare il numero riportato sulla palla bianca comparsa alla fine-
stra. Come al solito I'intervistatore non conosce 'esito dell’esperimento poiche
ad esso viene fornito un numero ed egli non sa se e stato letto sulla palla bianca
o se ¢ la risposta al quesito delicato.

Per quanto riguarda la stima dei parametri sia w; il numero di palle bianche
riportanti il numero i, i = 1,2, 3, ..., k e r sia il numero di palle rosse. Sia ancora
Zle w; = w e quindi r + w il numero totale di palle. Se 7; rappresenta la vera
proporzione di coloro che nella popolazione oggetto di studio posseggono i come
misura del carattere quantitativo delicato, in modo tale tale che Zle =1,
allora la probabilita che un rispondente risponda ¢ ¢ data da:

r w;

(4)

Ora se il campione consta di n unita, sia n; il numero di rispondenti che
rispondono i e Y; la proporzione di coloro che rispondono i, ossia Y; = =&.
Sostituendo Y; come stima di p; in (4), la stima di 7; sard data da:

=
bi r4w r+w

r+w  w;

- ()

r T

=Y

le cui stime di varianza e covarianza sono:

r4+w\? V(1 —Y;)
n

Var(s;) = (

r
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Y
r+w)\” Y;Y;
) j )

r

Cov(7t;, ;) = ( -

Dalla (7) si vede che il rapporto di palle rosse sul numero totale di palle & la
componente principale che ha effetti sull’efficienza di stima. Se il numero totale
di palle e fissato, e il numero di palle rosse aumenta, 'efficienza dello stimatore
cresce; mentre se il numero totale di palle aumenta ma resta fissa la quota di
palle rosse, lefficienza dello stimatore non muta. Va detto pero che fissato il
rapporto H‘T‘” ¢ possibile aumentare la collaborazione dei rispondenti aumen-
tando il numero totale di palle o cambiando la proporzione di palle bianche che
riportano quel preciso numero. Inoltre aumentando il numero di replicazioni
dell’esperimento si potrebbe aumentare 'efficienza di stima ma con il costo di
sottoporre gli intervistati ad un meccanismo troppo complesso che potrebbe far
insorgere inutili sospetti. Si noti infine che se la quota di palle rosse converge
verso l'unita la tecnica RR diviene quella classica di intervista direttal

2.11 Tre importanti modelli a contaminazione per lo stu-
dio di variabili (di Pollock e Bek del 1976).

2.11.1 1l modello di Greenberg (G).

Si tratta di un’estensione del modello di Simmons ove vengono trattati dati
binari. In questo caso invece le risposte a quesiti delicati hanno una funzione
di probabilita f(e) ignota e le risposte a quesiti innocui hanno una funzione
di probabilita g(e), nota. I rispondenti forniscono indicazioni circa il quesito
delicato e quello innocuo con probabilita rispettivamente di p e 1 — p. Cosi la
distribuzione del vettore delle risposte, Z e:

Va(z) =pf(z) + (1 -p)g(2)

ove

pz =ppux + (1 —p)uy

0% = oy +plok —ov) +pa(ux — py)?
Lo stimatore di px € del tipo:

N iz — qpy
Ax = ————— con py noto
p
In molti casi lo stimatore momento campionario distribution free (Z) di pz
e dato da:

Z— quy (8)

~G
IU’ =
X p

che presenta una varianza pari a:
-Gy _ 97
Var(i§) = 2%

Si noti che la (8) & stimatore corretto, consistente e asintoticamente normale di
px a prescindere dalla forma di U (2).
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2.11.2 Il modello additivo (A).

In questo modello, come & facile intuire dal nome, il rispondente deve sommare
al risultato della risposta data alla domanda delicata (X), un valore casuale (Y)
preso da una distribuzione nota a priori. Le risposte cosi ottenute (Z) saranno
del tipo:

Z=X+4+Y
da cui, fissata la indipendenza tra X e Y, segue che:

Bz = pbx + Ky

2 2 2
Uzzax+ay

Con queste premesse uno stimatore per px sara del tipo:
fx = fiz — py

In situazioni ove risulta difficile reperire la distribuzione di Z o non si vuol fissare

una forma alla distribuzione di X, f(z), Z, lo stimatore dei momenti di 7z pud
essere:

iy =7 — py

€ 2
Var(i) = 22

n

2.11.3 Il modello moltiplicativo (M).

Questo modello ¢ una variante del modello principale ove 'operatore somma
lascia il posto all’operatore moltiplicazione. Infatti le risposte Z sono frutto
di una moltiplicazione i cui fattori sono il valore di X, attributo sensibile e Y,
valore tratto da una distribuzione nota di numeri casuali. In definitiva si ha
che:

Z=XY

Mz = px iy

con varianza pari a
2 _ 2 2 2 2 2 2
Oz = HyOx + ix0y +0x0y

Lo stimatore per ux sara:

. fiz

Ux = —

Hy

Lo stimatore dei momenti e: _
v Z

Ux = —

X Hy



2.11.4 1l confronto tra questi tre modelli G, A e M.

Introduciamo prima una tabella riassuntiva del metodo, dello stimatore e della
varianza dello stimatore:

Metodo  Stimatore Varianza di stima
Ie Z—(1-ppy  oy+p(cx—0P)+@(I—p)(ux—py))?
2
D p
7 _ ox+oy
A Z—py o
2 2 2 Hatox
> HyO9x =9y — 2
M Z 7
MLy n

Tabella 2: I tre metodi proposti

Da notare che nel modello A la varianza dello stimatore dipende solo da 0%
e 02 mentre negli altri due modelli intervengono anche le medie di X e di Y.
Il confronto diretto tra il modello G e il modello A necessita di una premessa.
Nel modello G si necessita che le distribuzioni di X e Y siano simili ossia:

Ux X puy € oy X0y

Cosi la varianza dello stimatore risulta essere ragionevolmente piccola e non si
introducono errori dovuti alla elusione delle risposte. Una approssimazione della
varianza in un siffatto contesto potrebbe essere:

Var(i§) ~ 22 9)

vista la convergenza di medie e varianze di X e Y Nel modello A, con le stesse
premesse, si ha che
A 2012/
Var(iy) = == (10)

11 rapporto tra la (9) e la (10) per valori di p inferiori a 0.7 mostra una
maggior efficienza del modello A nei confronti del modello G.

Confrontando invece il modello A con il modello M, quest’ultimo risulta
essere piu efficiente, nel caso di variabili casuali positive, se:

ny > \/,lL%( +U§(.

2.12 La soluzione del conflitto tra ”p” alto ed elusione
delle risposte (di Morrarty e Wiseman del 1976).

2

Nei modelli di Warner e Simmons nasce subitaneamente il conflitto tra avere
un’alta probabilita di estrazione del quesito delicato e una bassa elusione delle
domande da parte dei rispondenti. Generalmente ci si attende, a ragione, che
a valori molto elevati di p coincida una altrettanto alta evasione alla domanda
delicata. Gli autori propongono una soluzione, che ha attirato 'attenzione degli
studiosi, per l'introduzione di un concetto nuovo. Secondo gli stessi, infatti, vi
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sono due valori di p che possono essere studiati: p, ossia la gia citata probabilita
di estrarre il quesito legato al carattere delicato e p*, ossia la probabilita per-
cepita dal rispondente di estrarre il quesito legato alla caratteristica delicata.
Cosi per il rispondente la regola di decisione sara:

DA
p*ra+ (1 —p*)my

se Pr*(A|SI) = =0

allora coopera
se Pr<(A|SI) >0

allora o non coopera o dice il falso se deve rispondere con un ”SI”.

Ora se fosse possibile reperire un casualizzatore tale per cui p* < p si puo
trovare soluzione al dilemma prima esposto. In tal senso un buon casualizzatore
sara tale se il valore di p sara molto piu grande del valore di p*. Per cercare il
casualizzatore in parola gli autori fecero un esperimento su 100 studenti universi-
tari in possesso di nozioni probabilistiche, delle due maggiori realta universitarie
americane. I casualizzatori testati furono i seguenti:

1. lanciare due dadi e fare la somma dei risultati;

2. prendere un chip da una scatola contenentene uno bianco, uno rosso e
dieci blu;

3. lanciare uno spinner;
4. pescare tre carte con reinserimento da un mazzo di 52 carte.

Per ogni casualizzatore fu richiesto di valutare verosimilmente che:

1. la somma dei dadi fosse compresa tra 4 e 10;
2. venga estratto un chip blu;
3. lo spinner cadesse nell’area ombrata;

4. le carte estratte fossero tutte dello stesso colore.

Dai dati sperimentali sembra che il primo casualizzatore sia quello che meglio
interpreti il fatto che la probabilita percepita sia molto inferiore di quella reale.
Infatti qui si ha che p = 0.83 mentre il valore mediano fornito dagli intervistati
si colloco su un valore pari a 0.7. L’ultimo dei casualizzatori proposti risulto
essere il peggiore.

2.13 Alcuni cenni al modello a risposte casualizzate mul-
tiple (MSQ) (di Kim e Flueck del 1976).

Si consideri un campione di numerosita N* allocato casualmente in () sottocam-
pioni mutuamente esclusivi. I rispondenti dei vari sottocampioni selezioneranno,
attraverso 'uso di un casualizzatore, un’affermazione delicata e riferita ovvia-
mente alla mutabile delicata oggetto di studio. A questa affermazione, non nota
nei singoli casi all'intervistatore, i rispondenti risponderanno affermativamente
o negativamente in coerenza con quanto risultato dall’esperimento casuale e con
la loro specifica condizione nei riguardi dell’attributo delicato.
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La struttura del modello & la seguente:

sottocampione i:

B (Aila Aig, Aig, ceny AiQ7 Bi17 Big, Big, ceey BiQ') con i = 1, 2, ceey (Q + QI) e dove
A;j ¢ il complemento della affermazione A;;.

Sia inoltre p;; la probabilita associata alla j-ma affermazione nell’i-mo cam-
pione tale che Z?:l pij = 1.

Sia ancora di interesse, per semplicita di esposizione e di notazione, solo
Pattributo collegato alla affermazione A;;.

Si definisce 7; la probabilita che una persona della popolazione possegga
la caratteristica A; con j = 1,2,...,Q e A; la probabilita che un rispondente
fornisca una risposta affermativa nel sottocampione 1.

Nel caso specifico in cui si supponga che tutte le risposte date corrispondano
a verita si ha che:

Q-1

Ai = pirm1 + pia(1 — m2) + piams + ... + 1—21%‘ (1—-mg)
=1

e nel caso di un numero dispari di addendi, I'ultimo termine va sostituito
con mo(l —mg).
Con notazione matriciale:

A =PII
ove
A =[m (1 —m)ms(l — my)...mo-1(1 — 7Q)]
I = [\ Ao)
e
P11 pi2 -0 1-— ZJQ:_11 b1j
b p?l p.22 e 1= Z?;ll D2;j
PQ1 P2 - 1-— ZjQz_ll PQj

Cosi i valori osservati di A, A, sono combinazioni lineari di IT, con un certo
termine di errore e. Dato |P| # 0 si ha:

=P 'A
e utilizzando @) sottocampioni, possiamo stimare le () caratteristiche deli-
cate.
Lo stimatore cosi ricavato risulta essere corretto e con varianza pari a:

Var(#) = P 1AP™!

ove Var(\) ¢ la matrice diagonale con elementi
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Ai(1=N)

n;

peri =1,2,3,...,Q

Inoltre la matrice di varianza e covarianza per m; e 7;, indipendenti, per ogni
valore di ¢ e j diversi tra loro, si ottiene sostituendo ’elemento di posizione ij
di Var(#) con lo 0.

Si hanno cosi i due seguenti teoremi:

Teorema 1.
Se 71 e T2 sono indipendenti, n; = ng = NT, p1+p2 =1 e p; # po, allora
Var(frl + 7}2)W > Var(frl + ﬁQ)N[SQ V7, mo.

Infine si segnala la possibilita di utilizzare il modello presentato al caso di
replicazione dell’esperiemnto casuale, al caso di analisi di un carattere quan-
titativo discreto e continuo e a quello di randomizzazione doppia (sia per la
domanda che per la risposta).

2.14 La tecnica di Warner applicata al caso di due do-
mande delicate (di Clickner e Iglewicz del 1976).

Ci si propone qui di estendere il modello di Warner considerando il problema di
stimare simultaneamente due proporzioni ignote riferite a due attributi delicati.
Si vuole indagare cioe sul fatto che la popolazione di origine possegga almeno uno
dei due attributi delicati presi in considerazione. Se A e B sono le caratteristiche
delicate allora:

e 7= probabilita che una persona possegga la caratteristica A;
e mp= probabilita che una persona possegga la caratteristica B;

e 7 p= probabilita che una persona possegga le caratteristiche A e B;

Trovata la stima di queste quantita si potra anche stimare poi tutte le altre
probabilita congiunte, marginali e condizionate relativamente ad A e B.

Ai rispondenti viene dato un casualizzatore attraverso 1'uso del quale deb-
bono dare risposta affermativa o negativa ad una delle due affermazioni:

1. Appartengo al gruppo A;

2. Non appartengo al gruppo A.

Il casualizzatore seleziona la prima affermazione con probabilita p; e la se-
conda affermazione con probabilita p; = 1 — p;. Come al solito il ricercatore
riceve una risposta che non sa a quale quesito si riferisca.

Analogamente viene applicato il meccanismo alla caratteristica B, con un
diverso casualizzatore che presenta una probabilita di estrarre I’affermazione del
primo tipo ma, ovviamente riferita a B, pari a po, con il vincolo che p; # ps.

Pertanto le coppie di risposte che si ottengono sono del tipo:

1. SI-SI
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2. SI-NO
3. NO-SI
4. NO-NO

Nel proseguio si assumera per semplicita ST =1e NO = 0. Sia ora:

Aij = probabilita di ottenere come risposta i e j alla prima e alla seconda
affermazione con i =0,1e j =0,1.

Da cui:
D1) + D2p1

A1 = +7map2(p1 — P1) + 7BP1(p2 — P2) + Tap(p2 — P2)(P1 —

p1) ) ) p1)
Ao = +map2(p1 — P1) — ™BP1(P2 — P2) — TaB(P2 — P2)(P1 — P1) + P2p1
) ) )(p1 — P1) + D2p1

(

(

- 7TAB(LD2 D2

Moo = —map2(p1 — 1) — mBP1(P2 — P2) + TaB(P2 — P2)(P1 — P1) + P2p1

(
(

A1 = —Tap2(p1 — P1) + TBP1(P2 — P2
(

Ora per stimare m4, Tp € Tap, si consideri un campione di n rispondenti e
sia X;; il numero di rispondenti che hanno risposto ¢ e j rispettivamente alla
prima e alla seconda affermazione. La distribuzione congiunta di Xy1,X10,X01
e Xgo € di tipo multinomiale con parametri n, A1, A19, Ao, Ago. La stima di
massima verosimiglianza di A;; e:

da cui e con riferimento alle equazioni prima introdotte si ha che:

. A1+ Ao — 1

TA= — -
P1—P1

iy = A1+ don — D2
D2 — P2

5\11(1)1172 — p1p2) — 5\101!32 - ;\01171 + D1D2
(p1 — P1)(p2 — P2)

TAB =

Si noti che w4 e mp sono gli stessi stimatori che derivano dal modello di
Warner, sono corretti e hanno varianza e covarianza pari a:

Var(wa) = TaTA + J(P1) :: J(p1)
) = mp7p + f(p2)

Var(ip

maBTaB + maf(p2) + 75 f(p1) + f(p1)f(p2)
n

Var(ﬁ'AB) =

TAB — TTATB

Cov(fra, ig) = -
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TaBTA +7f(p1)
n

CO’U(fTA,ﬁ'AB) =

TABTE + maf(p2)
n

CO?)(fTB,ﬁ'AB) =

ove

DiDi
fpi)= ——3
(v (pi — Di)?
Sia ora Ai. = A\j1 + Ao con i = 0,1 e A = A+ Agj con j = 0,1 allora si ha
che:

A1 =M. A1 &  TuB=TATB

Ossia le risposte alle affermazioni si possono considerare indipendenti se e
solo se sono indipendenti le mutabili in analisi. Tale indipendenza si puo provare
applicando il test x? al modello RR qui proposto:

v=y (Xij —nAiA ;)
ij 77)\1)\]

Se l'interesse fosse rivolto solo alla stima della frazione di coloro che posseg-
gono entrambi gli attributi, la procedura da seguire & quella appena esposta o
in alternativa quella di Warner applicata al caso specifico A N B. Ovviamente
ai rispondenti, dopo I'utilizzo di un opportuno casualizzatore, viene richiesto di
rispondere affermativamente o negativamente alle due seguenti affermazioni:

1. Posseggo entrambe le caratteristiche A e B

2. Non posseggo né A ne B

alle quali e associata rispettivamente una probabilita paria pe p =1 — p.
Lo stimatore che si ottiene ¢ uguale a quello proposto da Warner e con varianza
pari a:

waBTap + f(p)

Var(myg) = ~

E’ interessante notare che nessuna procedura ¢ uniformemente migliore del-
I'altra. Infatti ponendo p; = py = p si ha:

Var(#ap) _ 1+ f)mame + f(p) — 1]
Var(m g) Var(mp)

che & minore di 1 quando w4 + 75 + f(p) < 1 e questo si raggiunge quando
tutti i termini 74, 7B € % — ’% — p| sono prossimi a zero. Si noti pero che piu
piccola ¢ la varianza di # 4 g maggiore sara leffetto di non risposte e/o di risposte
non veritiere. Le due varianze poste a confronto possono essere reciprocamente
I'una molto pit grande dell’altra ma Var (7% 5) € maggiore solo quando si esegue
lo studio su caratteristiche la cui presenza sulle popolazioni ¢ considerata rara
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e con p piccolo. Piu tipicamente la varianza a numeratore ¢ considerevolmente
piu grande di quella a denominatore e questo significa che quando si passa
a studiare due mutabili delicate congiuntamente ci si attende un incremento
della variabilita degli stimatori che resta tale anche se le caratteristiche delicate
investigate fossero pit di due.

Circa la scelta di p; e po si sottolinea il fatto che se questi vengono presi
uguali, si garantisce maggiormente la protezione del rispondente, per ogni do-
manda e fissata una certa efficienza attesa dal modello. La pratica suggerisce
di prendere p compreso tra i valori 0.2 e 0.3.

Dai confronti con il modello di Warner emerge chiaramente che quest’ultimo
proposto & preferibile qualora provocasse un incremento di collaborazione nei
rispondenti, in specie qualora inducesse a rispondere in modo veritiero.

2.15 Il modello senza casualizzatore (di Swensson del 1974).
Attributi
L’autore propone una tecnica diversa da tutte quelle elaborate in passato in

quanto assicura la protezione del rispondente senza far uso del casualizzatore.
Questo obiettivo viene raggiunto articolando in modo opportuno le affermazioni
alle quali gli intervistati devono dar risposta affermativa o negativa. Come
si vedra, il punto debole del modello sta pobabilmente nella interpretazione
corretta di dette affermazioni, spesso non cosi immediate.

Si vuole quindi studiare la proporzione di individui che posseggono un certo
attributo delicato A, utilizzando, come nello schema di Simmons, un attributo
Y non delicato, di ignota distribuzione e non correlato con A. Si considerino
quindi due campioni indipendenti di numerosita rispettivamente ni e ny ai quali
vengono collegate rispettivamente le seguenti due affermazioni:

1. Possiedi I'attributo delicato A o possiedi Y e non A 7

2. Possiedi I'attributo delicato A o non possiedi ne A ne Y7
La stima di massima verosimiglianza per 74 risulta essere:
A= 5\1 + 5\2 —1

ove \; € la proporzione di risposte affermative osservata nel campione i = 1, 2.
La varianza dello stimatore sara pari a:

Var(iy) = BE=T) 7ol =)

ove

T =TA+ Ty
Ty =TA+ Ty 4

Nel caso particolare in cui w4 = 0.1, 71y = 0.1 e may = ma7y, il disegno
proposto risulta essere 3.5 volte piu efficientete di quello di Warner con p = 0.7.
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2.16 Analisi della protezione del rispondente nei modelli
RR (di Lanke 1976).

Si tratta di un contributo che analizza nel dettaglio la protezione del rispondente.
Infatti ’autore afferma che maggiore ¢ la probabilita condizionata di appartenere
al gruppo di coloro che posseggono 'attributo delicato, maggiore & 'imbarazzo
prodotto dal dover dare quella risposta. Cosi la probabilita che un rispondente
che appartiene ad A risponda affermativamente (ossia SI) ¢ Pr(I € A|I = SI)
e sard indicata con P(A|ST) e analogamente P(A|NO).

In generale quindi il metodo 1 sara considerato piu protettivo del metodo 2
se:

max[P(A|ST), P(A|NO)]

& piu piccolo nel metodo 1.
E’ facile verificare che nel modello di Simmons, la risposta affermativa ¢ piu
imbarazzante della risposta negativa; ossia

P(A|SI) > P(A[NO)

Per il metodo di Warner valgono le stesse considerazioni se p > 0.5. Se
indichiamo con p,, la probabilita di estrarre il quesito delicato nel modello di
Warner e con ps I’analoga probabilita riferita al modello di Simmons allora si
dimostra che:

1 Ds
Vps, Ty, 3 Py = = 11
Per Ty 3P0 =5 F 2p, +4(1 — pg)Ty (11)

tale per cui i due metodi risultano identici in termine di protezione del rispon-
dente. Sinoti pero che in pratica i valori di p,, che soddisfano la (11) sono quelli
compresi nel range [0.5, 1] ed inoltre sempre con riferimento alla (11), dato un
valore per py,, (P > 0.5), si possono ricavare i valori per p; e per my. Viceversa
dati p,, e Ty, si puo ricavare ps. In generale perd non e detto che dati p,,
(pw > 0.5) e ps, si possa ricavare my .

Vediamo ora alcuni confronti pratici:

1. Se py = ps > 0.339 allora Viy > Vg, V(ma,my)
2. Se py = ps > 0.382 allora Viy > Vi, V(ma, my)
3. Se py, = ps > 0.354 allora Viy > Vi, V(7a, 7y )
Dati inoltre ps e my e preso p,, in accordo con la (11):
1. Se my > 0.5 allora Viyy > Vg, ¥(ma,ps)
. Se wy < 0.5 allora Viy < Vg, V(7 a,ps)

2

3. Se my > % allora Viy < Vg, Y(a, ps)
4. Se wy < 0.5 allora Vi < Vg, V(7a,ps)
5

. Se 0.5 <y < % allora la relazione dipende da w4 e da p; e Ang : Viy >
VJ\/Ia v(’/T.A,ps)

6. Se my < 0.5 allora Viy < Vi, V(ma,ps)

7. Se Ty > % allora Viy < Viy, quanto pitt w4 < %, Vps
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2.17 Il modello a probabilita condizionate (di Anderson
del 1976).

La popolazione oggetto di studio sia formata da individui che possano afferire
solo a uno di due gruppi mutuamente esclusivi, A e A, in proporzione 7 e
1 — 7. Si consideri inoltre di estrarre un campione di persone cui sottoporre una
tecnica RR per ottenere risposte del tipo ”SI” - " NO”. Una data tecnica di
randomizzazione fornisce:

P(SI|A)=1—- P(NO|A) e P(SI|A)=1— P(NO|A).

Attributi

11 sospetto di essere classificato come un soggetto di tipo A, dopo aver
risposto con un ”SI” o con un "NO”, viene misurato dalle seguenti probabilita:
P(SI|A)x
P(SI|A)t + P(SI|A)(1 —7)

P(A|SI;m) =

P(NO|A)7
P(NO|A)w + P(NO|A)(1 — )

P(A|NO;m) =

Nel seguito si assume che P(ST|A) > P(SI|A) ossia il fatto di avere dato una
risposta affermativa aumenti il sospetto di essere classificato come un soggetto
di tipo A. Vale il viceversa per la risposta negativa.

Si supponga ora di estrarre con reinserimento un campione di n unita, m
delle quali abbiano risposto affermativamente alla affermazione sottoposta. La
probabilita di ottenere una risposta affermativa é:

P(SI) = P(SI|A)r + P(SI|A)(1 — 7).

La stima di massima verosimiglianza per 7 si ottiene dalla seguente relazione:
P(SI|A)i + P(SI|A)(1 - 7) = =,
ossia,
= — P(SI|A)
P(SI|A) — P(SI|A)’
Tale stimatore risulta essere corretto e con varianza pari a:
P(SI)[1 — P(SI
Var(s) - _PSDIL=P(SD)
n[P(SI|A) — P(SI|A]?
che dopo alcune calcolazioni puo essere scritto come:
m(l—m) 1 1
n P(A[SLim) 1 P(A|NO;w) 1
i 1—m

ﬁ':

Var(w) =

W ()

Il confronto con il modello binomiale indica quindi che quest’ultimo risulta
essere peggiore solo se W(w) > 1. Inoltre si noti che per un fissato valore di 7
tutti i modelli a risposta binaria con gli stessi rischi P(A|SI) e P(A|NO) sono
ugualmente efficaci per stimare 7 a prescindere dal casualizzatore. Dal punto
di vista squisitamente probabilistico i due modelli differiscono per il fatto di
generare diverse P(A|ST) e P(A|NO).
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2.18 Il modello di Warner con replicazioni multiple (di
Liu e Chow del 1976).

Il modello elaborato dagli autori prende le mosse dal modello di Warner e ne
propongono un’estensione ottenuta replicando l’esperimento casuale m volte
con l'obiettivo di dimuire la varianza dello stimatore senza intervenire sulla nu-
merosita campionaria. Si supponga quindi di dover stimare 7, vera proporzione
di un attributo sensibile. La probabilita di selezionare la domanda o ’affer-
magzione delicata sia p e m, come detto, il numero di replicazioni indipendenti
dell’esperimento. Sia X; = 7 il numero di volte in cui il j —mo intervistato abbia
fornito una risposta affermativa. Cosi si ha che:

P(X; = ilm) = ( o ) [ (1 =p)™ ™" + (1 = m)p™ (1 = p)'] = w;

Se il campione consta di n unita e n; sono quelle che hanno fornito i volte
la risposta affermativa, in modo tale che

m
E n; =n,
=0

la funzione di verosimiglianza é:

e la log — verosomiglianza sara:
m
log(L) = Znilog(wi)
i=0

Si dimostra che la varianza asintotica e tale per cui l'efficienza del modello
aumenta all’aumentare delle replicazioni dell’esperimento. La varianza infatti
anche in questo caso ¢ composta da due addendi, uno dei quali & dovuto alla
particolare tecnica adottata (quella RR) e raggiunge il minimo quando lo schema
RR coincide all’indagine diretta. Va da se che se p > 0.5 all’aumentare delle
replicazioni dell’esperimento, aumentano i sospetti del rispondente nei riguardi
della tecnica.

Dal punto di vista pratico questa tecnica potrebbe risultare efficace se il nu-
mero di replicazioni non supera le 3 prove; in caso contrario il metodo potrebbe
appunto creare sospetti nel rispondente e anche molto pesante nella metodologia
da applicare.
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2.19 Una tecnica particolare senza uso di casualizzatore
(di Takahasi e Sakasegawa del 1977).

Qui viene proposta una tecnica RR che non fa uso di casualizzatore e quindi
trova applicazione non solo nelle interviste di tipo faccia —a — faccia ma anche
con semplicita nelle interviste di tipo tele fonico, postale e autosomministrate.
Nel particolare il casualizzatore viene sostituito da una serie di domande ausi-
liarie, come ad esempio la preferenza circa una stagione. Dopo aver pensato a
detta preferenza che non deve essere resa pubblica, il rispondente deve fornire
al ricercatore uno zero (0) o un uno (1) in accordo con la lista che segue:

1. Se preferisci la primavera e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 1
2. Se preferisci 'autunno e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

Si noti che se la preferenza di una stagione ¢ indipendente dal possedere
o meno attributo A e la proporzione p di prefernza delle stagioni nella popo-
lazione e nota, la tecnica proposta ricalca lo stesso modello matematico di Warn-
er. Se la indipendenza ¢ sostenibile, allora non vi sono problemi sul fatto che p
sia ignoto, poiche sarebbe stimabile attraverso 'estrazione di un secondo cam-
pione indipendente. Ma se la indipendenza non é sostenibile, allora la stima di
7 € impossibile. Come si vedra nel dettaglio ¢ molto difficile, se non impossi-
bile, trovare alcune domande ausiliari indipendenti da alcuni attributi e d’altro
canto, la tecnica che verra esaminita non assume l'indipendenza tra domanda
ausiliaria e attributo delicato oggetto di studio.

Sia quindi 7 la vera proporzione dell’attributo sensibile A nella popolazione
e lo si voglia stimare. Si estraggono a tal uopo tre campioni indipendenti con
reinserimento dalla popolazione e ad ogni intervistato viene richiesto di scegliere
una delle tre affermazioni proposte senza rilevare la scelta all’intervistatore.
Fatta detta scelta il rispondente dovra fornire in risposta un valore tra i due
proposti, 0 e 1, in accordo con lo schema seguente.

Lista per il primo campione.
1. Se hai scelto il colore viola e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 1
2. Se hai scelto il colore blu e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

3. Se hai scelto il colore verde e
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(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

Lista per il secondo campione.

1. Se hai scelto il colore viola e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
2. Se hai scelto il colore blu e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 1
3. Se hai scelto il colore verde e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

Lista per il terzo campione.

1. Se hai scelto il colore viola e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
2. Se hai scelto il colore blu e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
3. Se hai scelto il colore verde e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 1

Le affermazioni circa le preferenze possono essere formulate anche prendendo
in considerazione gli animali, i paesi, i numeri e altro.

Campione 1 Campione 2 Campione 3
Colori | A A A A A A
Viola 0 1 1 0 1 0
Blu 1 0 0 1 1 0
Verde 1 0 1 0 0 1

Tabella 3: Sintesi delle tipologie di risposte

Vediamo ora come possiamo pervenire alla stima di 7. Siano:
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e P(A,i) = la proporzione nella popolazione di persone che posseggono
I’attributo A e che scelgono B; con i = 1,2, 3;

e P(A i) = la proporzione nella popolazione di persone che non hanno
I’attributo A e che scelgono B; con i = 1,2, 3;

e n(i) = 'ampiezza dell’s — mo campione (i = 1,2, 3);
e y(i) = il numero di rispondenti che hanno risposto 1 nell’s — mo campione.

e q(i) = T+ p(A,i) — p(A,i) peri = 1,23 & la probabilitd che un
rispondente nell’s — mo campione risponda 1.

Cio premesso si ha che:
3
=> q(i) -
i=1
Ely(i)] = n(i)q(z) per i=1,2,3
Lo stimatore di massima verosimiglianza per 7 sara:
3
> L Z
—~n i)

Si tratta di uno stimatore corretto e con varianza pari a:

3
3 _3 _ 2
Var(# = E q(i)[1 — q(3) ll—ﬂ'ﬂ'—i_gld(z) ]

ove™=1-—7ed(i)=p(Ai)—p(Ai) peri=1,23

Si noti inoltre che non si assume la indipendenza tra A e la scelta di un
qualche Bj;; contrariamente ci si assume un rischio molto forte se si volesse
optare per la indipendenza senza 'ausilio di accurate considerazioni.

Si consideri ora che

oo\z

3 1
2 A0 2 5l — 1)

e I'uguaglianza si ha quando

d(1) = d(2) = d(3) = = 3 T
D’altro canto s
> d(i)? < (m)? + (pi)®
i=1

e l'uguaglianza si ha quando P(A,i) = 7 per qualche i e, P(A,j) = & per
qualche j # i.
Possiamo altresi scrivere che
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3 1
—77 < Var(r) < —
n n

qui si ha 'uguaglianza a sinistra se

mentre si ha 'uguaglianza a destra se

P(A,j) =7 perj#i (12)
Se ponessimo inoltre p = % allora la varianza dello stimatore di Warner &
data da HTM e dalla (12) si desume che la varianza del modello qui presentato
non risulta essere maggiore di quella di Warner, ferma restando la condizione di
partenza.
Nel caso in cui la caratteristica delicata fosse indipendente dalla scelta di B;
allora la varianza diverrebbe:

2.19.1 Due varianti al modello.

Vengono qui proposte due varianti al modello appena presentato. Nella prima di
queste si estraggono due campioni indipendenti e ad ogni intervistato si chiede
di scegliere silentemente una fra due affermazioni, come ad esempio la preferenza
tra autunno e la primavera e di fornire in seguito all’intervistatore una risposta
in accordo con il modello che segue:

Lista per il primo campione.
1. Se hai scelto I'autunno e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

2. Se hai scelto la primavera rispondi 1 in ogni caso.

Lista per il secondo campione.
1. Se hai scelto la primavera e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

2. Se hai scelto 'autunno rispondi 1 in ogni caso.
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Fissati n(i) e y(i) come sopra si ha che:

ORI

7T1=7AT:

e risulta essere uno stimatore corretto e con varianza pari a:
Var() = 3 201~ d0)
YT n(i)
i=1
ove -
q(i) =1 —p(A, i)
e p(A, 1) & la proporzione nella popolazione delle persone che non hanno I’at-

tributo delicato A e hanno scelto silentemente come stagione I’autunno; per
analogia p(A,2) sono quelli che hanno scelto silentemente la primavera. Nel

caso specifico in cui n(1) = n(2) = 7 si ha:
Var(m) = 2 (77 +2P(A,1)P(4,2)]
n
e
2nw 1

- <Var(w1) < n(l +277)

Si noti che nella presente modifica al modello di partenza la risposta 0 include
solo la possibilitd di A mentre la risposta 1 include sia A che A. Quindi se il
possedere o non il possedere il carattere A rappresentasse un aspetto delicato
dell’intervistato allora questa tecnica non potrebbe essere applicata.

La seconda variante e simile alla prima e lo schema e quello che segue. Si
estraggono tre campioni indipendenti e ad ogni intervistato viene chiesto di
scegliere silentemente tra tre possibilita, By, By e Bs, per poi rispondere in
accordo con la lista seguente.

Lista per il primo campione.

1. Se hai scelto B; e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
2. Se hai scelto By e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 1
3. Se hai scelto B3 e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

Lista per il secondo campione.

1. Se hai scelto By e
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(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
2. Se hai scelto By e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
3. Se hai scelto B3 e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 1

Lista per il terzo campione.
1. Se hai scelto By e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 1
2. Se hai scelto By e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 0

(b) non possiedi A, allora rispondi 0
3. Se hai scelto B3 e

(a) possiedi il carattere delicato A, allora rispondi 1

(b) non possiedi A, allora rispondi 0

Per una opportuna sintesi si consulti la tabella che segue:

Campione 1 Campione 2 Campione 3
ITEM | A A A A A A
B 1 0 0 0 1 1
By 1 1 1 0 0 0
B3 0 0 1 1 1 0

Tabella 4: Sintesi delle tipologie di risposte

Lo stimatore che se ne ottiene é:

7T2:7A1': E

i=1

(

<
S

)
i)

-1

2

che € corretto e con varianza pari a:

n

3 . .
Var(my) = Z q(z)[l(;)q(z)]
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ove ¢(i) & la somma delle proporzioni nella popolazione cui corrispondono le
risposte di tipo 1 nei vari campioni.

Alla base del metodo proposto e delle sue varianti vi sono due assunzioni par-
ticolari che devono essere sempre valide per non inficiare la validita del metodo
stesso:

1. i rispondenti non devono cambiare scelta di B; dopo aver visto la lista di
appartenenza;

2. irispondenti devono rispondere onestamente e correttamente circa la lista
di appartenenza.

Si tenga infine sempre presente che la privacy dell’intervistato viene meno
se uno dei B; ¢ molto diffuso o risulta essere molto correlato con il carattere
delicato A. La condizione ottimale & che i vari B; siano equamente distribuiti
nella popolazione oggetto di studio e che inoltre siano scarsamente correlati con

A.

2.20 Un modello a contaminazione di tipo additivo (di
Kim e Flueck del 1978).

Si suppone che ogni rispondente appartenga ad uno solo di k gruppi disgiunti e,
considerando il caso particolare di k¥ = 3 (una generalizzazione non risulta per
niente difficile), sia C; il vero gruppo di appartenenza del j — mo rispondente,
con C; =1,2,3ej=1,2,..,n e aj il valore additivo selezionato casualmente,
con a; = 1,2,3. Cosl la j —ma risposta codificata y;, derivante dal vero gruppo
C; sara:

y; =Cj+a,

e per ottenere la riservatezza del rispondente, y; ¢ trasformata dal rispon-
dente stesso nel valore R;, ossia:

R.—d Yi se y; <3
J yj—3 se yj>3

La tabella che segue meglio spiega il meccanismo:

Sorgente (c+a)
1+3 2+2 3+1
1+1 2+3 342
1+2 2+1 3+3

w| | —| =

Tabella 5: Sintesi delle tipologie di risposte

Si definisce:

e =P(X e(C) perC =1,2,3
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P, = P(Xselezioni a) pera=1,2,3

ove X e un rispondente. La probabilita A\, che una persona riporti il valore R
(=1,2,3) &

A1 = p371 + pamma + p173

Ag = p171 + p3mo + pas3

A3 = pom1 + P12 + P3Ts
Notando poi che
A3=1—X1 — Ao
e che
m3=1—m —mo
quindi le equazioni di interesse si riducono a:

A1 =p1+ (p3 — p1)m + (p2 — p1)m2

A2 = pa + (p1 — p2)m1 + (p3 — p2)ma2

e in notazione matriciale

A =PIl
ove
A=A —p1 A2—po]
' =[m )
e

p—| P3=P1 P27P1
P1—Pp2 P3— P2

Dato che |P| # 0 (si noti che |P| = 0 solo se py = p» = p3 = 3) si ha che:

ove
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< 7
A=t
n

e Z; € una variabile casuale che descrive il numero di persone che si assegnano
come membri dell’i—mo gruppo in un campione di n rispondenti (Z;+Zy+Z3 =
n). Specificatamente lo stimatore puntuale di 7; con ¢ = 1,2, 3 &:

1 = % [(m —p2)(A —p1) + (11— p2)(Ae —p2)}

g = % [(Pz —p1) (At —p1) + (3 — 1) (A —p2)}

Fy=1— 7 — 7

Gli stimatori qui presentati sono corretti e con varianza pari a:

(p3 — p2)? (1 — A1) — 2(p3 — p2)(p1 — P2) M Ao + (p1 — p2)?Xa(1 — Ag)

Var(#) = IZE

(p2 — p1)?A1(1 — A1) — 2(p2 — p1)(ps — p1)Aida + (ps — p1)? Ao (1 — Xo)

Var(wy) = FIZE

(p3 — p2)(p2 — p1)A1 (1 — A1) — (p2 *pl)z)ﬂ)@
n[ PP i

(p3 — p2)(p3 — p1)A1A2 + (p1 — p2)(p3 — p1)Aa(1 — A2)
n|P|?

COU(ﬁ'l,ﬁ‘g) =

Si noti che quando k£ = 2 si ha il modello di Warner.

Se dovessimo inoltre spendere qualche parola in termini di efficienza, il pre-
sente modello & molto buono quando p; # % ma in generale risulta di difficoltosa
applicazione. Applicazioni del modello infatti non ve ne sono state.

2.21 La tecnica RR per campioni in blocco (di Kim e
Flueck del 1978).

Nel presente modello si esamineranno i quattro casi in cui domanda e rispondenti
vengano estratti in blocco o con reinserimento. Si supponga quindi che N sia
il numero di rispondenti, M il numero di domande e p la proporzione delle
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M domande delicate. Per semplicita sia il gruppo di N persone composto da
AeGie(N—-A) e Gy ove % = 7. Analogamente il gruppo di M domande
sia composto da B€ Q1 e (M —B) € Qs ¢ % =p.

Siano inoltre:

o 1 se i-mo rispondente appartiene a G
10 altrimenti

~_J 1 sei-mo rispondente seleziona Q1
=10 altrimenti
o 1 se i-mo rispondente risponde ST
10 altrimenti

allora:
Zi=wziyi + (L —z)(1—y;) =22y — 2 —yi + 1.

Si definiscano inoltre:

X = Xn:fﬂi
=1

Y= Zyi
i=1

Z = izz
=1

ove X ¢ la variabile casuale che rappresenta il numero totale dei rispondenti
che hanno la caratteristica 1, Y ¢ la variabile casuale che rappresenta il numero
totale di volte in cui Q1 & stato selezionato e Z & la variabile casuale che rappre-
senta il totale dei SI. A seguire viene data la formula generale della varianza
della somma di variabili casuali che potra poi essere utilizzata in tutti e quattro

i casi di studio.
n 2
i=1

n n
Var(Z)=F (Z z?) +FE Zzizj
Inoltre forniamo altre notazioni che resteranno valide per tutti i casi di specie:

i=1 i#j

7 ~ Bi(n,\) (13)

(14)

1
T=5——>  con p;«éi

2.21.1 Caso 1. Estrazione con reinserimento sia per i rispondenti
che per la domanda.

Si tratta del modello originale di Warner che per la (13) e la (14) presenta una
varianza pari a:

m(l—m)  p(l-p)
n n(2p —1)2

Vary (1) =
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2.21.2 Caso 2. Estrazione della domanda con reinserimento e dei
rispondenti in blocco.

In questo caso si ha che:

X ~Ipj(n,N,A)

e
Y ~ Bi(n,p)
allora
E(zz;)=P(X;=1,X;=1)= %
da cui

Tl-m)N—-n p(l-p)
n N-1 n(2p-1)2

Vary() =

Da notare che Vary € come Vary; ma include in pit la correzione per popo-
lazioni finite.

2.21.3 Caso 3. Estrazione dei rispondenti con reinserimento ed
estrazione in blocco della domanda.

Qui si ha che:

X ~ Bi(n,\)

Y ~ Ipj(n,N,A).

Si noti inoltre che y; e y; non sono indipendenti per ¢ # j, pertanto:

E(yi,y;) = pi(%pi—ll)
da cui
. m(l—m) 4m(l—m)p(l—p) M-n\ pd-p) (M-n
Vars(®) = = —+— 5 1) <1_ M—1>+n(2p—1)2 (M—l)

2.21.4 Caso 4. Estrazione in blocco sia dei rispondenti che della
domanda.

Qui si ha che:

X ~ Ipj

Y ~ Ipj

Si noti inoltre che sia (x;, ;) che (y;,y;) sono dipendenti, pertanto:
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E(z;, x;) N1
~ p(Mp—1)
Elyi,y;) = =371
da cui
o (1= 5 NM-n)—n(M—-1) N-n
Vars(® = o= (W ) —m—par-n T v-1]*
L pl-p) M-n
n(2p—12M—1

Si notino qui i due fattori di correzione e che all’aumentare di N, Vary
converge verso Vars, mentre all’aumentare di M, Vary converge verso Vars
2.21.5 1l confronto tra i casi esaminati.

Se volessimo fare un confronto tra i quattro casi si ha che:
o Var\(#) > Var;(#) peri =2,3,4sep # %
o Vary(#) > Vary(7) sep # 3
o Vars(#) > Vary(®) sep # %

La varianza di 7 per valori piccoli di 7 € spesso piu piccola nei casi 3 e 4; i
casi 1 e 2 sono virtualmente uguali e similmente per i casi 3 e 4; questo perche i
fattori di correzione sono prossimi a 1. Si puo vedere inoltre che se 7 tende a 0.5
la riduzione della varianza diviene piu piccola. Inoltre all’aumentare di M per
n costante, la riduzione di varianza diviene minore poiche aumenta il fattore di
correzione relativo alla domanda.

2.21.6 Il modello di Simmons negli stessi quattro casi.

Il metodo di Simmons ¢ uno dei modelli pit importanti e per questo motivo
verra preso in considerazione nella fattispecie delle casistiche poc’anzi analizzate.
Sulla base del metodo in parola siano:

X — 1 se j-mo rispondente nel campione i = 1,2 appartiene a G
I 0 altrimenti

1 se j-mo rispondente nel campione i = 1,2 appartiene G»
0 altrimenti

altrimenti

se j-mo rispondente nel campione ¢ = 1,2 risponde ST

1 se j-mo rispondente nel campione i = 1,2 seleziona )
Yij = 0
1

0 altrimenti
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Allora
Zij = XY+ Vi;(1=Yy)  j=1,2,..,n; i=1,2

Inoltre siano:

n;

Zij = Z Zij

Jj=1

W:P(Xij EGl)

Ty = P(Xij S GQ)
Lo stimatore, proposto da Greenberg et al., risulta essere pari a:

Z1(1—p2) + Z2(1—p1)
ny na
T = con  p1 # p2
P1 — D2

Definendo inoltre \; come la probabilita di ottenere una risposta affermativa

nel campione i = 1,2, allora F(Z;) = n;\; e quindi lo stimatore di 7 risulta
essere corretto in tutti e quattro i casi in esame. La varianza dello stimatore
risulta essere la somma delle singole varianze poiche insiste la indipendenza dei

due campioni. Ossia:

(1—p2)2Var (%) +(1—p1)*Var (%)
(p1 —p2)?

Var(w) =

ferma restando la condizione di diseguaglianza tra p; e po. Vediamo ora,

caso per caso, come si comporta la varianza dello stimatore per poter fare poi

in seconda battuta alcune valutazioni.

Nel primo caso la varianza assume la forma seguente:

! (1—P2)2M+(1—P1)

Vv T)= ———
arl(w) (pl - p2)2 ni na

Nel secondo caso invece:

A1 (1 — A2)

. . 1
Varg(m) = Var () — =) *
. (1 =p2)*(1 = o)pim(1 = 7) + (1 = p1)*ma(1 — 72) N
N-1
N (1= p1)*(1 = o )p3m(l = 7) + (1 — p2)°ma(1 — m2)
N -1

54



Nel terzo caso la varianza diviene:

1
—_—
(pl *P2)2
1 . pi(1—pi)n?

1—po)?(1— —
* ( p2)( nl) Ml—l N9 M2—1

Vars(#) = Var(f)—

Infine nel quarto caso la varianza diviene:

. . 1 1
Varss) = Ven() - oo - (100 )+
. Npi(l—p1) + Mipin(l — m)mpi (1 — 7p1)
N D0hL 1)
B 27T772P1(1—P1)+(1—2p1)7T2(1—7T2)+
M; -1 N -1
n Nﬂgpl(l—p1)+M1p%7T2(1—7T2)—7T2p1(1—772p1)_|_
(N-=1)(M —1)

1 N7T2p2(1 —pg) + Mgp%ﬂ'(l — 7T) — 7Tp2(1 — 7Tp2)

+ (1-p)*(1——)

(1= pypa - Ly

noy (N —-1)(My—1)
_ 2mmapa(l —po) n (1 —2po)ma(1 —72) n
My —1 N -1
N73pa(1 — p2) + Mapimama(l — mg) — mopa(1 — maps)
(N —1)(Mz — 1)

I confronti tra le quattro variabilita hanno dimostrato che quella del primo
caso e in generale sempre maggiore; altri confronti numerici sono stati fatti con
le dimensioni campionarie, n; e ns, uguali, e con la distribuzione dei caratteri A
e Y identiche. In generale la variabilita del quarto caso e risultata la piu bassa.
In particolare si & notato che all’aumentare di 7o, I'efficienza relativa aumenta
del 67% se 1 = 0,1, 1 = 1,0, p1 = 0,7, p2 = 0,3, N = 100.000, M1 = M5 = 50
eny =no = 5H0.

2.22 Il modello RR nel campionamento a due stadi (di
Marasini del 1981).

Si suppone che la popolazione oggetto di studio sia stratificabile e il classico
modello RR viene adattato al caso di due stadi semplici con scelta senza ripe-
tizione in entrambi gli stadi. Inoltre si suppone siano note a priori le numerosita
dei singoli strati. Verra fornita una stima corretta e consistente della media del
fenomeno quantitativo oggetto di studio sia a livello di strato che di popolazione
complessiva.

Sia quindi P la popolazione oggetto di studio di IV unita, ripartibili in k strati
S; di numerosita N;; sia X il fenomeno quantitativo in studio e x;, I'intensita con
cui il fenomeno si presenta sulla v —ma unita dello strato S;, per v = 1,2, ..., N;.

Supponendo ignota la media pq di X si vuole ottenere una stima i attraverso
la seguente procedura:
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1. a ciascuno strato S; viene associato un numero intero positivo n; di espe-
rimenti casuali E;;, tra loro indipendenti ognuno dei quali genera m even-
ti elementari necessari ed incompatibili di probabilita rispettivamente, di
Aij1y Aij2y ooy Aijrs -5 Aijm; il generico evento elementare viene indicato con
E;jr = (a;jr, Bijr) essendo queste coppie di numeri reali con a;; #0 Vr
e

m

Z )\ijr =1

r=1

2. considerati i k strati si effettua una scelta, quella di primo stadio, senza
ripetizione di h strati; evidentemente h < k;

3. in ognuno degli h strati viene operata una scelta, quella di secondo stadio,
senza ripetizione, per un numero di unita pari a quello ad essi associato;

4. per tutelare il rispondente cosi estratto, esso esegue un esperimento casuale
del tipo sopra descritto;

11 rispondente poi trasforma il vero valore x;; posseduto su X nel seguente
modo:

Yij = QijTij + Bij

e lo comunica all’operatore che ignora 1’esito dell’esperimento casuale.
La stima della media dello strato S; ¢ data da:

n;

o1 Yij — Bij

i = - - ’
ni o

tale stima € corretta e consistente.

2.23 Modelli RR multivariati per dati categoriali (di Bourke
del 1982).

In termini generali si vuole stimare la distribuzione congiunta di ¢ variabili
categoriali ove la variabile i consti di m(i) modalitd (con i = 1,2,....m(g)).
Cosi si vuole stimare 7¢, ¢, .c,, la proporzione della popolazione che ¢ nella
categoria c; per la variabile 1, ¢y per la variabile 2, ..., ¢, per la variabile g,
fissato c1 = 1,2,...,m(1),c2 = 1,2,...,m(2), ...,cg = 1,2, ..., m(g).

Per illustrare la metodologia nel dettaglio si considera il caso bivariato; siano
quindi S e T' le due variabili delicate e si voglia stimare ;;, la proporzione della
popolazione che ¢ nella categoria i per S e in quella j per T} in totale quindi si
debbono stimare myxms proporzioni. Si assume inoltre che m(1) =2 e m(2) =
2. Facendo uso del casualizzatore, esso deve prevedere quattro diversi risultati
dell’esperimento casuale come di seguito illustrato, essendo p; la probabilita che
escai=1,2,3,4.
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1. Se esce 1 allora rispondi qui:

ove ST;; denota una affermazione che porta con se 'appartenenza in ¢ per
S ein j per T. Di fatto ogni rispondente esegue I’esperimento casuale, il cui
risultato e ignoto all’intervistatore, e sceglie la lettera che lo identifica nella
colonna selezionata casualmente. Se \; indica la probabilita che un qualsiasi
rispondente fornisca la risposta i e m; € il numero osservato di tali risposte

(i=1,2,3,4), allora:

A1
A2
A3
A4

P1mi1 + P2mi2 + P31 + Pama2
P1mi2 + P21 + P32 + PaTia
p1721 + P2ma2 + P31 + PaTi2
P1T22 + D211 + P3T12 + PaT21

In notazione matriciale, si ha che:

ove A e Il sono i vettori colonna di A; e 7;; rispettivamente, mentre D ¢ cosi

composta:

A =DII
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P1 P2 P3 P4
D— | P+ Pr P2 b3
b3 DPa D1 P2
b2 pP3 pPs D1
La stima di massima verosimiglianza per il vettore m ¢ data da:

A=D1\

ove \ @ il vettore di elementi Ai = L
La stima ¢ tale per cui

f(ij 20 V(Z,]) e ZZﬁijzl
iog

Tale stimatore risulta essere asintoticamente corretto. Va notato che per
un numero elevato di variabili o di categorie (modalita), se si considera il caso
bivariato, il numero di proporzioni da stimare cresce rapidamente e nella pratica
questo si riflette nel fatto che il rispondente debba scegliere il suo status in una
lista molto lunga. In talune situazioni il presente modello perde di praticita e
di efficacia.

2.23.1 1l caso particolare della randomizzaizone separata per ogni
variabile.

Si presenta qui il caso di tre variabili; ma una generalizzazione non risul-
terebbe difficile ma soltanto di pesante notazione. Sia quindi R costituito di
due modalita, S di tre e T' di due. Ora, vista la specificita del caso, ovvero 'uti-
lizzo di uno schema diverso per ogni variabile, si assume lo schema di Simmons
per R, quello di Bourke e Delenius per S e il disegno simmetrico della domanda
incorrelata proposto da Bourke per T. Vengono inoltre utilizzati tipi diversi di
carte per ogni variabile secondo il seguente schema.

Carte per la variabile R.
1. Se esce 1 allora

(a) Ra
(b) Ry

2. Se esce 2 allora

(a) Us
(b) Uy

Carte per la variabile S.
1. Se esce 1 allora

(a) Si
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(b) Sa
(c) S3

2. Se esce 2 allora

Carte per la variabile T.
1. Se esce 1 allora

(a) Th
(b) T

2. Se esce 2 allora

(a) Tz
(b) Ty

3. Se esce 3 allora

(a) V1
(b) V3

Vediamo un po di notazione. S; indica I’appartenenza alla categoria ¢ della
variabile S, i = 1,2, 3. Le variabili U e V sono le variabili incorrelate, necessarie
al disegno che fa uso di domanda non delicata e incorrelata. Le affermazioni
Ui e Uy sono mutuamente esclusive e collettivamente esaustive, come anche
per V1 e V5. Si assuma anche che vengano utilizzati casualizzatori diversi per
ogni variabile oggetto di studio e sia a; la probabilita che il casualizzatore per
la variabile R produca come uscita i, ¢ = 1,2 e similmente siano b; e fj le
corrispondenti probabilita per i casualizzatori utilizzati per le variabili S e T'.
Sia ora Ajj, la probabilita che un rispondente scelto a caso fornisca come risposta
il vettore [¢, j, k] e sia n;;;, il numero di identiche risposte. Si ha

Xijk = Z Z Z Plrisposta(s, j, k)|rispondente(Ch, C2, Cs)|me, co,05
Cy Cy Cs

coni=1,2,3,j=1,2,3ek=1,2.
Dallo sviluppo di A si ottiene che:

A=Dn
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ove A e T sono vettori colonna e D & definita dal prodotto di tre matrici 2.

Da qui segue che:
#= (D) 'War(A\)(D™')
e la forma di Var(S\) segue facilmente dalla distribuzione asintotica multi-

nomiale di \.

2.23.2 1l caso particolare della randomizzaizone unica per tutte le
variabili.

L’idea si muove dal presupposto di avere due variabili, la prima delle quali di
due modalita e la seconda delle quali con quattro modalita. Risulta necessario
quindi un casualizzatore con almeno quattro possibili esiti e le affermazioni
possono essere cosi riassunte:

Carte per la variabile 1.

1. Se esce 1 o 2 allora rispondi qui:

(a) S1
(b) Sy

2. Se esce 3 o 4 allora rispondi qui:

(a) S2
(b) S

Carte per la variabile 2.

1. Se esce 1 allora rispondi qui:

3. Se esce 3 allora rispondi qui:

(a) T3
(b) Ty

2Per i dettagli si rinvia a Patrick D. Bourke, 1982.
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Al rispondente & richiesto di utilizzare il casualizzatore e di memorizzare
l'uscita che e ignota all’intervistatore, per poi dare la risposta definitiva in ac-
cordo al risultato del casualizzatore e allo status posseduto. La stima di 7 € del
tutto analoga a quella del caso precedente.

2.24 Un modello RR scrambled (di Eichhorn e Hayre del
1983).

Gli autori introducono questo modello per stimare la media e la varianza di un
carattere definito delicato e indicato con X. Ogni rispondente selezionato dal
campionamento viene istruito ad utilizzare un casualizzatore e a generare un
numero casuale, detto S, da alcune predeterminate distribuzioni come la Chi-
quadrato, la Uniforme, la Poisson, la Binomiale o la Weibul. La distribuzione
della variabile casuale S & assunta nota come anche la media 6 e la varianza
~? della variabile di camuffamento. All'i — mo rispondente del campione di
dimensione n, estratto con tecnica casuale semplice con reinserimento, viene
chiesto di riportare il valore

come risposta camuffata del vero valore posseduto relativamente alla variabile
sensibile X.
Uno stimatore corretto della media di X, pyx, € dato da:

=1
la cui varianza e:
Var(fn) = =[o% + Cylo% + %))
ove
Y
Cy == 5

indica il noto coefficiente di variazione della variabile di camuffamento S.
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2.25 Lo schema di Simmons in una versione modificata (di
Olivieri del 1983).

La modifica dello schema di Simmons qui proposta consiste nell’avere la doman-
da o laffermazione alternativa, a quella delicata A, fissa. Ogni unita statistica
infatti esegue un esperimento casuale E che consta di due eventi elementari
necessari ed incompatibili di probabilita costante in ogni prova e pari rispet-
tivamente a A e 1 — A. Al primo evento viene associata la domanda delicata
relativa al possedere A, mentre al secondo evento viene associata una risposta
fissa e pari a ST 3.

Passando ora agli aspetti analitici, si supponga che nella popolazione oggetto
di studio una certa frazione di persone, pari a m = %, possegga la caratteristica
delicata A. Per la stima del parametro ignoto viene estratto un campione di n
unita e la natura della stima stessa dipendera dal fatto che lo stesso campio-
ne sia estratto con reiserimento o in blocco. Vediamo quindi questi due casi
distintamente.

Nel caso di campionamento bernulliano sia

jo®

n

quindi uno stimatore corretto, consistente e di massima verosimiglianza di m,
con distribuzione standardizzata e asintoticamente normale ¢e:

_f--X
A
la cui varianza é:
m(l—m) (1-m(1-=2X)
+
n n\

Var(p) =

ove il secondo addendo e la variabilita aggiuntiva dello stimatore dovu-
ta alla particolare tecnica e quindi molto utile per la valutazione in una sua
applicazione.

Nel caso di campionamento in blocco € da evidenziare subito che la variabile
casuale che sottende a questo tipo di campionamento € la ipergeometrica che
qui puo essere evidenziata con parametri pari a N, 7 = % e n. Va da se che
cambiano le probabilita di ottenere risposte affermative o negative in quanto
uno stesso intervistato non potra piu far nuovamente parte del campione e a
ragion di logica pare che questa seconda alternativa risulti anche piu realistica
dal punto di vista applicativo. Per quanto riguarda lo stimatore esso non muta
nella forma, risulta avere le stesse proprieta prima esaltate e con varianza pari
a:

7(l—-m)N-n (1-m(1-2X)
n N -1 nA

Var(p) =

ove si evidenziano il fattore di correzione dovuto al tipo di campionamento
e la aggiunta quota di variabilita dovuta alla tecnica RR.

Il confronto del modello presentato con il modello di Warner fa emergere
una maggiore efficienza del primo nel caso in cui A > 0.33 per ogni livello di

3La risposta fissa sara NO nel caso in cui la negazione dichiari I'appartenenza al gruppo

A.
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m. 11 confronto con il modello di Simmons invece dipende dalla probabilita
associata al quesito delicato: se essa ¢ alta risulta essere piu efficiente il modello
di Olivieri; viceversa si presentano situazioni alterne. In generale comunque non
si registrano grosse differenze, anche se qui il confronto & stato reso possibile solo
in un caso specifico del modello di Simmons, ossia con 7y noto.

2.26 Lo schema di Poole per la stima dei parametri (di
Olivieri del 1984).

Con schema di Poole si arriva a determinare la distribuzione di una variabile
definita delicata. L’autore invece propone la stima della media px e della va-
rianza 0% della variabile quantitativa che indicheremo con X e avente inoltre
funzione di densitad f(z). Sia ora Y una variabile indipendente da X con fun-
zione di probabilita nota f(y), di media py e varianza 0%, entrambe note e con
(ny #0). Come ¢ noto da Poole, l'intervistato deve restituire all’intervistatore
il prodotto di X, vero valore della variabile delicata posseduto, per Y, valore
estratto a caso; ossia:

Z=XY

Da qui Poole ricava la funzione di probabilita di X, mentre se si vuol stimare
la media e la varianza di X, estraendo un campione bernoulliano di numerosita
n, la quantita

n .
Doy % _m

npy ny

con

i1 %

n

m =

€ uno stimatore corretto di px.

Lo stimatore invece della varianza di X, o% risulta essere pari a:
2( ;2 2 22
w2 _ s (oy +npy) —nmioy

3 prg
nps (03 + p3-)

che risulta essere corretto.
In termini di efficienza, il confronto con il campionamento bernulliano metta
in evidenza che:

1. la variabilita delle stime & sempre maggiore nello schema di Poole;

2. la protezione del rispondente comporta dei costi che sono direttamente
proporzionali al quadrato del c.v. dei numeri casuali associati alla variabile
delicata;

3. lefficienza aumenta con 'aumentare della variabilita della variabile deli-
cata X;

4. la protezione del rispondente ¢ tanto maggiore quanto maggiore ¢ il numero
k dei numeri casuali, mentre 'efficienza risulta decrescente all’aumentare
di k.
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Quindi la distribuzione dei numeri casuali da una parte risulta essere protet-
tiva per il rispondente, dall’altra condiziona la variabilita delle stime. Pertanto
I'adozione di una distribuzione piuttosto che di un’altra merita una accorta
valutazione.

2.27 Il campionamento RR con risposta alternativa fissa
dotato di memoria e la stratificazione della popo-
lazione (di Olivieri del 1984).

Ogni intervistato deve estrarre una palla, senza reinserimento, da un’urna che
ne contiene N, di cui X di colore rosso. Se la palla estratta ¢ di colore rosso
allora risponde al quesito delicato, altrimenti risponde comunque ”SI”. Se R ¢ il
numero dei ”SI” ottenuti nelle N prove, di questi (N — X)) derivano da soggetti
che non hanno estratto la palla rossa. Ne segue che delle X persone che hanno
estratto la pallina rossa si sono avute S = R — (N — X), con (R > N — X),
risposte affermative (S =0,1,2,...,X). Si dimostra che:

S f-(1-)N S

P:—_i_i
X A NA
con
R X
f=x ¢ *=%

¢ stima corretta, consistente e di massima verosimiglianza di 7, con distri-
buzione binomiale e di parametri X e 7 e con varianza pari a:
(1l —m)

AN

Si supponga ora che la popolazione di H unita oggetto di studio sia suddi-
visibile in k strati disgiunti e di numerosita H; ciascuno, in modo tale che:

Var(P) =

e che m; sia la ignota proporzione del carattere delicato D nello strato .
Come ¢ noto dalla metodologia:

Da ciascuno strato ora si estragga un camione bernoulliano di NV; unita e si
adotti la stessa tecnica sopra descritta. In base a quanto esposto prima la stima
corretta di m; diviene:

SO R —(Ni—Xi)  fi—(1-X)

“ NN X, - X

P

per i = 1,2 ..., k. Ora una stima corretta per w ¢ la seguente:

" H, " H; SO
P:Z;#PFZ;F@NM;
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Una stima corretta della varianza negli strati e:

n

=

2= - 5
i=1
ove
9 1
si=x Xl =pi)

Mentre una stima corretta della varianza fra gli strati e:

2 2 2 ) 7
Sf = f(pi—p) — E —_— (1 — ) :)\l

=1 =1

Come ¢ noto dalla metodologia, I'efficienza della stratificazione risulta mag-
giore se si adotta una numerosita campionaria per strato proporzionale alla
dimensione dello strato medesimo, ossia se:

o,

N; = —N;
H

in questo caso la varianza dello stimatore diviene:

- Hz 02'2 1 - Hi
Var(P)prop = HNN - N Z FO'?.
i=1 v i=1

1=

Da qui si evince che:
Var(P)prop < Var(P).

Infine un ulteriore miglioramento potrtebbe ottenersi adottando il dimen-

sionamento di Neymann per strato pari a:
Hio;
Ni=N—=—7—.
' > i1 Hioi

2.28 Un modello a contaminazione (scrambled) per ot-
tenere dati quantitativi (di Eichhorn e Hoyre del
1993).

Questo modello fa parte di quelli proposti in letteratura detti a contaminazione
della risposta. Qui si vogliono ottenere dati quantitativi e per cio il rispondente
fornisce all’intervistatore un valore risultante da una opportuna elaborazione
del vero valore posseduto, con riguardo ad una variabile ritenuta delicata. In
particolare si tratta di una contaminazione moltiplicativa con nota distribuzio-
ne dei numeri casuali utilizzati come moltiplicatori. Come al solito il ricerca-
tore conosce solo la distribuzione di detti numeri casuali ma non conosce nella
fattispecie il singolo moltiplicatore estratto casualmente dall’intervistato.

Anche questa tecnica comunque € un caso speciale del modello lineare in-
trodotto da Warner nel 1971, considerato il pioniere anche dei modelli a con-
taminazione.
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Sia X quindi la risposta alla domanda delicata e sia S la variabile casuale
indipendente da X e avente media e varianza finita. Si assuma inoltre che X sia
non negativa e S sia positiva. L’intervistatore, con queste premesse, generera,
con un qualche meccanismo, un valore casuale di S che utilizzera come fattore
per fornire la risposta Y, che sara del tipo:

Y =XS.
Siano ancora:
0=E(S) 7% = Var(S) u=FE(X) o? =Var(X)
ove (6,+?) sono parametri noti, mentre (u, 0?) sono parametri ignoti. Allora

E(Y)=E(XS)=E(X)E(S)=uf e

V(Y) = B(X*)E(S*) ~ [BCOPIES)P = ¥ B(X?)+0%0 = 7*(0> + 4?)+0°0”.

Considerando ora le osservazioni y1, Y2, ..., Yn, Uno stimatore corretto per u

o’

=
Il
SRS

v E(X?)

Var(y = —zVar(v) = 1 (024 T2 ) Lo )

nb?

ove

")

Un intervallo di confidenza per p puod essere ottenuto stimando Var(Y) con:

- ~
s* = Z(yz - y)2.
=1

n—1

In molte applicazioni perd n supera le 30 unita potendo cosi assumere la
normalita asintotica di fi, quindi

s
ovn

In tema di privacy del rispondente, la esperienza ha insegnato che I'intervis-
tato si sente maggiormente protetto da questi tipi di modelli a contaminazione
che non da quelli come Warner e Simmons. Tuttavia resta oggettivo il fatto che
la tecnica non risulta essere cosi semplice come appare: bisogna adottare un
meccanismo di casualizazzione che generi numeri casuali e che sia di semplice
uso, bisogna adottare un calcolatore che permetta di fare di conto, e cid potrebbe
far insospettire i rispondenti (potrebbe essere un meccanismo di memorizzazione
dell’operazione di moltiplicazione!).

ﬂ:l:Z%
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Per quanto concerne la scelta della distribuzione di S ci si trova di fronte a
conflitti oggettivi. Per contenere la frequenza di risposte evasive, S potrebbe
essere assunta in un ampio range di valori con elevata probabilita. Per stimare
w nel migliore dei modi pero si nota da V(i) che dovremmo prendere p = 7 il
piu piccolo possibile. In generale infine sembra essere ragionevole assumere che
la media di S sia pari a 1.

Consideriamo ora due distribuzioni particolari per S. La prima assume che
S sia del tipo:

P(S=n)=P(S=n"1)=2" per n=23,.. (15)

che potrebbe essere cosi generata: il rispondente lancia due monete fintanto
che esse non presentino la stessa uscita; la probabilita che n lanci presentino il
medesimo risultato & dato da 2=~ per n > 2 e, quindi se fissiamo S = n
allora S si distribuisce come nella (15).

Un modo alternativo per generare S ¢ quello di avere una sacca contenente
palle di due diversi colori in eguale numero e di chiedere al rispondente di estrarre
con reinserimento due palle finche esse non siano dello steso colore. Qui

0= Z(n +n127" =1+ log, 2.

n=2

Per calcolare v = Var(S) si noti che

E(S?) = Z(HQ +n=2)27"

n=2

e facendo uso di alcune regole

Zn22_” = % e Zn22_” ~ 0.08.

Cosi,
v? = E(S?) — 6? = 5.58 — (1.6931)> = 2.7134  da cui

)2 = (%)2 — 0.9465.

La distribuzione di S quindi & semplice da generare, ha mediana prossima
all’unita ed ha un ragionevole valore osservato di p.

Si propongono ora due metodi che permettono la riduzione della varianza
dello stimatore fi. Il primo consiste nel far sottrarre il valore A da X prima
della moltiplicazione con S. La risposta sara del tipo:

Y = §(X — A)

e la stima della ignota media diviene cosi

con
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Var(p) =n""o? + p?E[(X — A)?]}

Una scelta coscienziosa di A puo far ridurre notevolmente la varianza di
stima e infatti se ponessimo A = p, allora

Var(ii) = n~"0%(1 + p?)
con una riduzione della varianza pari a

p*u*

n

nella pratica p € ignoto ma possiamo avere informazioni a priori sul fenomeno
oggetto di studio.

Il secondo metodo & quello di ottenere numerose informazioni per ogni rispon-
dente; cosi l'intervistato ¢ genera numeri casuali del tipo S;1, ..., S;m dalla dis-
tibuzione S e fornisce m risposte del tipo X;S;1, X;Si2, ..., X;Sim, ove X; ¢ la
risposta vera alla domanda delicata e m € un numero intero positivo. Ci sono
due ragioni che giustificano questa scelta: la prima & che si ottiene una forte
riduzione della varianza di stima e la seconda ¢ che se m & piccolo, diciamo
tra 2 e 4, il rispondente si sente ancor piu protetto della medesima tecnica con
risposta singola.

Sia quindi:

Yi; =X;5;; per i=1,2,..n e j=12,...,m.

Sia anche

- Yao+...+Y; -
g Wt 4Via) o
m
In questo specifico caso Y; & la i — ma osservazione, la variabile scrambling

¢ S; che presenta media pari a @ e varianza pari a %2 Quindi:
Var(i) = n~'o? + m~ g2 B(X?);

La pratica consiglia di prendere in genere m = 3 e un valore di p? grande
in modo tale che il rapporto tra variabilita dello stimatore e protezione del
rispondente sia massimo.

2.29 Un modello per la stima di parametri di variabili che
utilizza il metodo del rapporto (di Abel, Abel, Sultan
e Abdel del 1985).

Con la metodologia proposta si vuole ottenere una stima della media e della
varianza di una caratteristica delicata, detta A e riferita ad una variabile quan-
titativa, basandosi sulla procedura di stima detta del rapporto. Si vogliono
utilizzare inoltre informazioni relative ad alcune caratteristiche (variabili) ausil-
iare, dette B, che risultino correlate con la variabile delicata A. Come si intui-
sce a differenza del metodo di Simmons, B puo riferirsi anche ad una variabile
correlata o non correlata ad A ed anch’essa puo risultare piu o meno delicata.
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Se consideriamo il caso in cui B & correlato con A, una stima di g4 puo
essere:

ove [ig € fip sono la media di A e di B desunte da due campioni indipendenti
estratti dalla popolazione oggetto di studio e di dimensione rispettivamente pari
an; € nag.
Vi sono alcuni casi in cui la caratteristica B ¢ tale per cui possa essere nota
a priori la sua media, come ad esempio, se si richiede la data di matrimonio o
la data di compleanno. In questo caso specifico
. (1—p2)Zy — (1 —p1) 2>

a

b1 — P2
N p221 _pIZ2
fio ="
P2 — P1
da cui
. (1—=p2)Z1— (1 —p1)Zo
Halr = Hb = =
P1Z2 — p2Zy
ove:

e p; ¢ la probabilita di selezionare la domanda sensibile nel campione i = 1, 2
con p1 # p2;

e Z; la media campionaria delle due variabili A e B rispettivamente.

Per quanto riguarda la varianza dello stimatore si noti che R ¢ distorto ma
si puo ottenere una stima della sua varianza e quindi anche dello stimatore
proposto fi,,. Ossia:

Var(fia),) = Var(fia) + R*Var(iw) — 2Rp\/Var(fia)Var (ji)

ove
p=Cor(A,B) e R="Fa
Hb
e
N2 > N2 7
Var(jig) = (1 =p2)*Var(Z1)+ (1 - p1)°Var(Zs)
(pl —pz)
Var(is) = p3Var(Zy) —i—p%‘Q/ar(Zg)
(p2 —p1)
_ 1 .
Var(Z;) = —loi +pi(os — 03) +pi(1 = pi)(pa — )] i =1,2

)

Si puo notare che:

69



1. Var(jlg|,) diminuisce all’aumentare di (n; + n2);

2. la varianza di questo stimatore & minore di quella del modello di Simmons
R iy
uando p = 5 =4
q P= 35,0
3. la varianza diminuisce all’avvicinarsi di p all'unita;

4. la varianza diminuisce se: p, = (i, 02 = 07 € se p1 # p2 # 3.

La distorsione dello stimatore & pari a:

i[RVar(ﬂb) — p\/Var(pa)Var(m)).

In generale questo stimatore ¢ migliore di quello di Simmons quando p — 1
ossia quando i caratteri A e B sono fortemente correlati. Inoltre dalla pratica si
evince che e bene che le medie e le varianze dei due caratteri siano il piu simili
possibile, che presentino stessa unita di misura e che la somma delle probabilita
di estrazione dell’affermazione delicata non sia pari a 1 e lontana dal valore 0.5, il
pil possibile in coerenza con il sospetto che cio potrebbe creare nei rispondenti.
Nel caso particolare in cui non vi sia coincidenza nelle medie di A e B € bene
che la media di A sia inferiore rispetto a quella di B.

2.30 Due stimatori per campionamento RR con distribu-
zione continua da popolazione dicotomica (di Franklin
del 1989).

La proposta e di presentare un modello RR per una popolazione dicotomica
facendo riferimento al modello di Franklin del 1977, ma facendo uso di una
distribuzione dei numeri casuali di tipo normale.

Sia 6 la proporzione degli appartenenti alla categoria delicata A. Un cam-
pione casuale semplice di n > 1 unita viene estratto da una popolazione poten-
zialmente infinita, in modo da far coincidere ’estrazione in blocco con quella
con reinserimento. Ogni rispondente condurra n > 1 prove e il rispondente ¢
nella prova j estrae casualmnete due valori dalle densita g;; e h;; rispettiva-
mente senza che 'intervistatore sappia quali siano detti valori e da dove essi
provengano. Si assume inoltre l'indipendenza tra le due densita g;; e hy;. 1l
rispondente infine dovra fornire il valore di g;;, se egli possiede la cratteristica
delicata A, il valore di h;; altrimenti.

L’intervistatore (il ricercatore) conosce soltanto le distribuzioni esatte di g;;
e h;; e riceve in risposta il valore z;; caratterizzante il rispondente ¢ alla prova
j. Supponendo noti i parametri media e varianza delle due densita, si suppone
che la loro forma sia di tipo normale, ossia:

gj ~ N(pj,o15)  hj ~ N(pzj,02).
Si noti che nel caso particolare in cui
g; ~ Be(m) e hj ~ Be(r)

con
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hj(z) =1-g;(z) e k=1

si torna allo schema di Warner.
In generale si possono produrre due stimatori, uno basato sulle medie delle
righe di Z;; e I'altro basato sulle medie delle colonne sempre di Z;;. Fissato che:

N L 1
Zi =2 E(Zy) =1 B(Z)
= =

visto che le k — ple sono indipendenti e identicamente distribuite.

Ora

E(ZJ) :0u1j+(1—0)u2j per j=1,2,...k

- 1
E Zi_ = E 92/.1,1] Z/J,QJ = 9m1 + (1 — 6)m2]

ove

k
m; = Zuij per =12 da cui

_kiZ—mg_Z_];:[Z — Mg

01

mip —mz mp — ma2
che risulta essere corretto e con varianza pari a:
. k2 _
Var(0,) = —=Var(Z2) =

(m1 —ma)?

1
= —Var(Z1+22+ ...+ 2
n(my —ms)? ar(Zyt 2y -+ D),

vista la postulata indipendenza e identicita nella distribuzione delle k& — ple.
Se crolla I'assunto di indipendenza, la distribuzione congiunta di (Z;, Z;) di
due prove, per rispondente, ¢ data da

fi(Zi, Z5) = 0g;(z5) + (1 = O)hi(2i)h;(z))
da cui

Var(Z;) = 0(1 = 0)[p1; — pail® + 007, + (1 — 0)o3,

Cov(Z;, Z;) = 0(1 = 0)(p1i — pr2i) (15 — p2j)
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Corr(Z:,7;) = O(1 — 0)(p1s — p2i)(pay — pay)
v VO = 0)[i1i — pail? + 007, + (1 — 0)a2,
1
k

VO =0l — poy]? + 603, + (1 - 6)o3,

In generale
Corr(Z;,Z;) — 1

se tutti gli scarti quadratici medi tendono a zero e se le differenze tra le
medie per i e per j tendono all’infinito, ossia:

(013,015, 02i,025) — 0

(i — p2i), (1 — pag)] — oo.

Cosi
~ 1 k
Var(0 = — Var(Z;) + 2 Cov(Z;, Z;
( 1) n(ml—m%) ; ( J) ; ( ])
k k
0(1—0) 0301+ (1—0)3 1, 03
= —+ 5 .
n n(m1 - mz)
Lavorando sulle colonne si ha che:
ég = ’U)lé,l + ...+ wkék
ove
s D
w; = JMU 2| = EJ per j=12 ..k
D i1 Iy — pagl
e
é.j _ Z.j — H2j
H1j — H2j
e se le osservazioni sono di tipo i.i.d.:
Var@)) = ————Var(Z)
ar(0;) = ar(Z;) =
! n(p1j — po;)? !
6(1—0) 1 2 2
= + o1, + (1 —=0)o3.| .
n (= pz;)? 073 (1= By
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La varianza dello stimatore risulta essere pari a:

k
Var(ég) = Zw? Var(é,j) +2 Zwi wj C’ov(é,j, éz) =
=1 i<j
00 -0) 050k + (-0, 05
n nD? ’

Le varianze dei due stimatori sono uguali se e solo se tutti i termini (£41; —f125)
hanno lo stesso segno per j = 1,2,..., k. In questo caso si ha:

k A
_ Zj:l D;0.,

) = 0.
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Negli altri casi la varianza del secondo stimatore ¢ sempre minore di quella

del primo. Inoltre se (m; — mgy) fosse pari a zero, o tendesse a zero la varianza

del primo stimatore risulterebbe assai grande; d’altra parte pero la varianza del

secondo stimatore diminuisce all’aumentare di |p1; — po;]. La scelta ottimale

dei due stimatori quindi dipende da queste ultime considerazioni matematiche
e dalla percezione psicologica dei rispondenti nei confronti della procedura.

2.31 1l modello di Kuk (del 1990).

Il modello qui proposto consiste nel generare due output di tipo binario, ignoti
all’intervistatore ma in accordo con due distribuzioni di bernoulli di parametri
noti, 61 e 6y rispettivamente. Il rispondente riporta la prima uscita se egli
appartiene al gruppo delicato A, altrimenti riporta la seconda uscita. Un modo
molto semplice per generare questi tipi di output € quello di far uso di due mazzi
di carte, nel primo dei quali la proporzione di carte rosse € pari a #; mentre nel
secondo dei quali & pari a 65. Si assume che, in generale, §; # 65. Dopo aver
mescolato i due mazzi di carte, I'intervistato deve selezionare casualmente una
carta da entrambi i mazzi.

Se r & la proporzione di carte rosse ottenute da un campione di n rispondenti
allora la stima (di massima verosimiglianza o dei momenti) per m; & data da:

. 7“—92
01— 0

1

che risulta essere corretta e con varianza pari a:

. 9(1—9)
Var(w) = (0 = 05)?

ove
¢ =m0+ (1 —m)bs.

Ponendo 6; = p e 65 = 1—p, ove p vuole ricordare la probabilita del carattere
delicato del modello di Warner, si ha la coincidenza della varianza degli stimatori
dei due modelli, ossia Viyy = Vq; inoltre se 81 = p+ (1 — p)n’ e O = 7' (1 — p) si
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ha una coincidenza tra la varianza dello stimatore del modello di Kuk e quella
dello stimatore del modello di Simmons, ossia V; = Vg.

L’esperimento proposto dall’autore puo essere reiterato, chiedendo all’inter-
vistato di estrarre k carte con reiserimento dai due mazzi. Sia ora 7 la pro-
porzione di carte rosse ottenute da un campione di n elementi; uno stimatore
corretto di w e dato da:

. T — 02

= =6,

la cui varianza e:

¢l —phi)  7w(1-m) Ly _
Var(fg) = Fn( = 0)? + - (1 — ) =

Ly en ()

n

Ora se

(1 —7)(6h — 62)° < ¢(1 — ¢)

allora Vi, < Vi ove k' < k; in altre parole incrementando il numero di repli-
cazioni si ottiene uno stimatore piu preciso senza intervenire sul costo di cam-
pionamento. Per quanto riguarda invece la protezione del rispondente bisogna
fare alcune considerazioni su #; e #5: questi ultimi devono essere il piu simili
possibile, ottimizzando contemporaneamente valori di k£ e di n. In generale co-
munque € buona prassi non far ripetere troppe volte I’esperimento anche perche
potrebbe capitare al rispondente di dover rispondere almeno una volta al quesito
delicato, insospettandolo e inducendolo cosi a non rispondere o a rispondere in
modo evasivo.

2.32 Il metodo con due casualizzatori per intervistato (di
Mangat e Singh del 1990).

Si estrae un campione con reiserimento di n unita ad ognuna delle quali vengono
dati due casualizzatori. Il primo, detto R; consente di selezionare le seguenti
due affermazioni:

1. appartiene alla classe delicata A;

2. vai al secondo casualizzatore Ry;

con probabilita rispettivamente di 7" e 1 — T'. Il secondo casualizzatore, Ra,
¢ identico a quello di Warner ed e, come noto, composto da due affermazioni
(appartenenza o non apparteneza al gruppo delicato), estratte casualmente e
con una associata probabilita di p e 1 — p rispettivamente.

L’intervistato viene istruito sull’'uso di R; e se necessario anche sull’uso di Rs
e la risposta che esso deve dare puo essere solamente un ”SI” o un "NO” in accor-
do con il risultato dell’esperimento e allo status posseduto circa 'affermazione
estratta.

Cio premesso la probabilita di ottenere un ”SI” sara pari a:
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O=Tr+(1—-T)pr+ (1 —p)(1—m)

e uno stimatore per 7, ignota proporzione nella popolazione oggetto di studio
del carattere delicato, sara:

. Z—(1-7)1-p)
T oy 1+ 2T(1 - p)

ove n/ & il numero di ”SI” ottenuti dal campione investigato. Si noti che 7y
puo assumere valori negativi ma con una probabilita molto bassa. Ora se

/

n .
— ~ Bi(n,0)
n
allora 71 € uno stimatore corretto la cui varianza é:

Var(#,) =

ml-m (-DA-pl-01-T){1-p)
n n2p —1+27(1 — p)*

il cui stimatore ¢ dato da:

ey
Var(m,) = 5
(n—1)2p—1+4+2T(1—p)

In generale si ha che

1-2p
1—-p’

Var(#t) < Var(7w) se T >

ossia per un valore accettabile di p, € sempre possibile scegliere T' in modo
tale che V7 > Vyy.

2.33 L’uso del casualizzatore a discrezione dell’intervista-
to (di Mangat del 1991).

La procedura proposta prende le mosse dal modello di Simmons, introducendo
pero la variante che I'intervistato, all’insaputa dell’intervistatore, puo decidere
se far uso, oppure no, del casualizzatore. La risposta che l'intervistatore si
attende, a prescindere dall’uso o meno del casualizzatore ¢ un ”SI” o un "NO”.

Supponendo la veridicita delle risposte e che la probabilita di utilizzo del
casualizzatore sia pari a T, la probabilita di ottenere una risposta affermativa
sara:

O=Tr+ (1 -T)pr+ (1 —p)ny]

da cui lo stimatore di di 7 sara:

n'
T = —
n

ove
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/

n .
g ~ Bl(n, 91)

con il medesimo significato per n’, ossia il numero di risposte affermative
ottenute dal campione. Lo stimatore risulta distorto, con distorsione pari a:

E(ftm —7m) =1 -=T)1 — p)(wy — m).
Inoltre,

01(1 —6q)

MSE () = =

+ (1= T)(1 - p)(ry — )

Si noti che in questo modello T' € ignoto e per quanto riguarda la scelta di
p e my, questa deve mirare alla riduzione della distorsione dello stimatore. Il
suggerimento ¢ di scegliere p piu vicino possibile all’'unita, senza peraltro far
insospettire i rispondenti. Il valore di my puo essere scelto il piu possibile vicino
a 7, sfruttando eventuali informazioni sul fenomeno oggetto di studio.

2.34 Una variante al modello di Simmons (di Singh e Singh
del 1992).

Il modello proposto dagli autori differisce da quello di Simmons in quanto al
campione di n unita viene richiesto di restituire quale risposta il ”SI”, nel caso
in cui essi posseggano l'attributo delicato ”A” oggetto di studio, e di utilizzare
un casualizzatore S e di restituire un ”SI” o un "NO” in accordo con quanto
risultato dall’esperimento aleatorio e con lo status posseduto nei confronto dello
stesso risultato dell’esperimento aleatorio, nel caso in cui essi non posseggano
A. 1l casualizzatore € lo stesso proposto da Simmons. Il rispondente non deve
dire come ¢ arrivato a fornire la risposta data. La probabilita di ottenere una
risposta affermativa e:

a=7m+1-7m)(1-p)ny

Da notare che la risposta affermativa prescinde dal gruppo di appartenenza
e cio garantisce maggiormente la privacy del rispondente e migliora, come im-
postazione, il modello di Simmons. D’altro canto pero la risposta negativa puo
provenire soltanto dal gruppo di coloro che non posseggono I’attributo delicato
A, potendo essi essere identificati ma, probabilmente, senza problema di specie.
Lo stimatore della proporzione di diffusione del carattere A sara quindi dato da:

. a—(1-pmy
M=
177‘(‘}/(17}7)

ove & ¢ la proporzione osservata delle risposte affermative. Inoltre se
& ~ Bi(n, )
allora lo stimatore risulta essere corretto e con varianza pari a:

7(1—7) 7y(l—m)(1—Dp)
n n[l — 7y (1 — p)]

Var(i) =
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la cui stima é:
a(l—a&)
(n =1 —my(1—p)*

I1 confronto con il modello di Simmons verra fatto secondo due classificazioni
ossiam<05em>05

Var(t) =

Caso 1. 7 < 0.5. Il nuovo modello ¢ piu efficiente se
Var(w1) — Var(n) <0

ossia se

my (p? — k?)
™ A=)k =) 16)

ove
kE=1—7y(l—p).

E per i valori consigliati in entrambi i modelli per p e my, (2k — 1) & sempre
positivo e p? < k? e quindi la (15) & praticamente sempre verificata.

Caso 2. m > 0.5. Con k definito come sopra e per 7y e p prossimi all’unita
si ha:

mykky — p?(1 — y)
[—p2(1 — 7Ty) +pk1(1 — 27Ty)]

>1
ove

ki =7y —|—7Ty(1 —p).

In questo caso il valore ottimo di 7y per lo schema di Simmons & prossimo a 1
mentre per questo modello deve essere prossimo a 0. Per poter fare un confronto
prendiamo valori complementari di 7wy nelle due procedure e sostituiamo my
con (1 — my) nella espressione della varianza. In questo caso si ha che 7 & pin
efficiente di 7 se

Var(i) — Var(t) <0
ossia se
1—[p*(1 — 7y) + (1 — 27wy )pk1] < mykky — p?(1 — my)
ove
k1 =7y + 7y (1 —p).
Per 7y e p entrambi convergenti a 1, il coefficiente 7 & positivo, ossia:
nykky — p?(1 — wy)
= [p?(1 =7y ) + pki (1 = 27y)]

In definitiva la strategia proposta & spesso piu efficiente del modello di
Simmons.

™
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2.35 Una variante al modello di Warner di (Singh, Singh
e Singh del 1993).

Facendo riferimento al modello di Warner del 1965, la proporzione di carte ab-
binate all’affermazione di non appartenenza alla categoria delicata viene suddi-
visa in ulteriori due categorie. La prima, pari a p;, resta uguale a quella proposta
da Warner, mentre la seconda, pari a ps, suggerisce di pescare un’altra carta.
Evidentemente con riferimento al modello di Warner si ha che:

p1+p2=1-p.

Il meccanismo ¢ gestito in modo tale che se si estrae una carta di tipo 1 o 2
si risponde in accordo con la tecnica di Warner mentre, se si estrae una carta
di tipo 3, si sceglie un’altra carta, lasciando fuori quella appena selezionata e si
risponde nuovamente come appena illustrato. Se nella seconda estrazione venisse
nuovamente estratta una carta di tipo 3, si fornisce comunque una risposta
negativa (NO). Assumendo la sincerita dei rispondenti, la probabilita di ottenere
un "SI” & data da:

mp2

01 =1
! +m—1

[pm + p1(1 — )]

ove m ¢ il numero totale di carte del casualizzatore.
Con queste premesse uno stimatore di 7 sara:

0, - D (1+ :nnle)
T =

mp2

(1+m 1)(19—171)

ove #; ¢ la proporzione osservata dei ”SI”.

Se
él ~ Bi(n, 91)

allora lo stimatore & corretto e presenta una varianza pari a
wi-m  p (L) [1om (105
n mpa2 2

w[o—po) (1+ 222)]

e una stima della quale ¢ fornita da:

Var(t) =

61(1— 6y)

(1) [0 - p)(1+ 2]

Var(h) =

Per confrontare questa strategia con il metodo di Warner consideriamo p
prossimo all’unita, valore quest’ultimo ottimo per entrambi i modelli. Si definisce
efficienza relativa il rapporto che segue:

_ Var(n)
RE = Var(i)
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e se RE > 1 il metodo proposto risulta piu efficiente di quello di Warner.
Questo si ottiene se:

(m —D[(2p — 1)%*p1(1 — p1) — p(1 — p)(p — p1)?]
mp(1 —p)(p — p1)2 + p3(2p — 1)?]

che e soddisfatta per tutti i valori utilizzabili di p, p; e ps. E’ da notare
che se m e sufficentemente grande esso non influenza RE che aumenta consi-
derevolmente se la scelta di p e ps € tale per cui p; = 1 — p — po. Infine se m
¢ grande, I'estrazione con reinserimento € perfettamente uguale a quella senza
reinserimento.

p2 >

2.36 Una tecnica RR ove la numerosita campionaria non
¢ fissata a priori (di Singh, Singh del 1993).

In questa procedura la dimensione campionaria non ¢ fissata a priori e il cam-
pionamento continua finché un predeterminato numero m di soggetti non abbia
risposto ”SI”. Lo stimatore di 7 in questo caso é:

_O0—-1+p
=Ty
conp#05e
j=""1
n—1

In questo caso la frequenza relativa dei ”SI” non tende mai a zero e 7; resta
pit frequentemente nel range [0, 1]; lo stimatore inoltre non dipende solo da p,
¢ corretto e con varianza pari a:

m—1, g\r m
Var(i) = ﬁ [a(m -1) <; % - (—Z) log, 9) - 921

ove 6 ¢ la probabilita di ottenere il ”SI” e
a=1-6 con O=pr+(1-—p)(1l-—mn).

Si noti che deve essere m > 3 per l'esistenza della varianza. Inoltre al-
l'aumentare di m, il calcolo della varianza dello stimatore diviene sempre piu
difficoltosa. Uno stimatore corretto di detta varianza eé:

(1 — 6)
(n—2)(2p—1)°

In generale la scelta di p deve essere tale per cui

Var(t) =

e p deve cadere nella parte opposta di 7 se il punto 0.5 € considerato ’asse
di simmetria dell’intervallo [0,1]. Resta valido comunque che p non si deve
avvicinare troppo ne a 0 né a 1 per non creare sospetti nei rispondenti, favorendo
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cosi la veridicita nelle risposte: valori buoni sono 0.2+0.1 e 0.8 £0.1. In quanto
a m, la varianza di stima e sua funzione decrescente, pertanto m deve essere
abbastanza grande. Inoltre il valore di m richiesto per una data precisione
dipende anche dalla scelta di p: se p € vicino a zero o all’'unita, ¢ adeguato ad
assicurare la cooperazione dei rispondenti e una pil piccola dimensione di m
sara necessaria nel caso in cui p si avvicini al valore 0.5.

2.37 Due modelli a contaminazione della risposta (di Singh
del 1993).

Il primo dei due modelli, denominato RRT1, & costruito in modo tale che ogni
rispondente del campione estratto con reinserimento e di dimensione n, sia sot-
toposto all’esperimento casuale di seguito descritto. L’esito del casualizzatore
puo essere di due tipi: una affermazione che asserisce circa l'appartenenza al
gruppo delicato A, con probabilita nota e pari a p, e un’altra affermazione che
impone di rispondere comunque con un ”SI”; con probabilita 1 — p. Il rispon-
dente fornisce una risposta che l'intervistatore perd non puo interpretare. Cio
premesso la probabilita di ottenere una risposta affermativa risulta essere pari
a:

61 =pr+(1—p)
e lo stimatore di massima verosimiglianza di 7 &:

1-p
P

0
T, = — —
p
0~ Bi(n, 01)
lo stimatore risulta essere corretto e con varianza pari a:

r(l-m)  (1-p)(i-m)
n np

Var(i) =

e un suo stimatore corretto e:
(1 —0)
(n—1)p*
Il secondo dei due modelli presenta lo stesso impianto e si differisce dal primo
per le probabilita associate ai due eventi elementari dell’esperimento casuale:

esse infatti vengono scambiate. Cosi la probabilita di ottenere una risposta
affermativa risulta essere pari a:

Var(#) =

0o = (1 —p)w + p.

Lo stimatore di 75 sara del tipo:

0 P

i

la cui varianza risulta essere pari a:
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Var(iy) =

una cui stima corretta ¢ data da:
0(1—6)
(n—1)(1-p)*

In termini di efficienza dello stimatore si ha che 7, & piu efficiente di 7 se
(2p — 1)% < p* 0 se £(2p — 1) < p. Se invece 7y ¢ migliore di # se p < 2
ed e migliore anche di 71 se p < % e viceversa. In generale, in alternativa al

metodo di Warner, si preferisce il modello deniminato RRT1 se p < % altrimenti
si preferisce il modello RRT2.

Var(is) =

2.38 Il modello di Franklin in una sua generalizzazione (di
Singh e Singh del 1993).

In accordo con la tecnica di Franklin introdotto nel 1989 viene estratto un
campione casuale semplice con reinserimento di n unita da una data popolazione.
Ogni intervistato viene dotato di tre casualizzatori detti Ry, R1 e Ra, ognuno dei
quali fornisce due output mutuamente esclusivi. Tutti gli intervistati utilizzano
il primo casualizzatore costituito dalle seguenti due affermazioni:

1. usa il casualizzatore Ry

2. usa il casualizzatore Ro

La prima affermazione viene estratta con probabilita T e la seconda con
probabilita 1 — 7. Se il rispondente estrae la carta riportante la prima affer-
mazione allora viene istruito sull’'uso del casualizzatore R;: utilizzare la densita
g7;(Lij) se egli appartiene alla categoria delicata A, utilizzare la densita h;(Li;)
altrimenti. Se l'intervistato invece seleziona la carta riportante la seconda af-
fermazione allora viene istruito sull’uso del casualizzatore Ro: egli utilizzera la
densita g;;(L;;) se appartiene ad A, altrimenti utilizzera la densita h;;(L;;).
Inoltre vengono condotte £ > 1 di prove indipendenti per ogni rispondente. Ov-
viamente questa seconda fase dell’'uso di Ry o Ry viene fatta tenendo all’oscuro
I'intervistatore che conosce solamente la forma esatta delle densita:

9ij g5 hi; hj;.

L’intervistato infatti svela solo il numero casuale ottenuto e non la distribu-
zione da cui ¢ stato ottenuto. Si denoti ora con [;; il valore fornito dall’intervis-
tato. Da un totale di kazn osservazioni del tipo l;; (i =1,2,....,nej=1,2,..,k)
si possono ottenere alcune inferenze su .

Le densita in parola sono cosi caratterizzate:

*2)

g;NN(quvalj ngN(“lj,U%j)

hY ~ N(uj;, 057) hj ~ N(us;,03;)
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e per semplicita

*x . *x . L
uy; = U Up; = Ug; j=12 ..

A seguire si indicheranno due stimatori per 7 basati rispettivamente sulle
medie delle righe e delle colonne di Lj;;:

k k
X D1 Ty M2 .
Tgg=———"—— ove mi:Zuij 1=1,2
mi1 — Mo -
j=1
k = k
. . o Lij —u, _
Tgo = ijwsj ove Mgy = ———— e ij =1
i=1 Wy Y2 7=l
le cui varianze sono rispettivamente:
. m(1—m) FZ?:l O—%j +(1—m) Z?:l U%j
Var(s1) = + 5
n n(my —my)
k k
LT (ot = o3) + (1= m) S (o3 — o))

n(m; — mgy)?

Var(fsa) = Z w} Var(#};) + 2 Z w; wjr Cov(Ty,, 75;)
J J<j’

ove

o j#j perj=12 .k

Ak Ak _ m(l—m)
o Cov(rt};,75;) = =

7(1—7) moi;+ (1 —m)os;
n n(ulj — UQj)2
Tln(of} — o%)) + (1 —7) (037 — 03))]

n(uij — uz;)?

Var(frgj) =

+

I pesi w; vengono scelti in accordo al metodo di Franklin, ossia:

k
D
l)] ove Dj:|u1j—u2j| (§] D:ZDJ

Jj=1

’w]':

Questa particolare scelta ci permettera il confronto, in termini di efficienza,
con il metodo di Franklin. Non si esclude, in generale, una scelta diversa dei
pesi w;. Fissati invece i pesi come detto si ha che:
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Var(ftge) = M—F

Ty 0t + (1= m) ¥ 03 + Tlln(of] — of;) + (1 = m)(037 — 03;)]

nD?

A seguire alcune considerazioni:

1. i due stimatori sono uguali quando tutte le differenze tra u;; e uz; hanno
lo stesso segno (Vj); negli altri casi lo stimatore 7 g presenta una varianza
minore dello stimatore 7go. Inoltre se la differenza tra mi e mo fosse
pari a 0 o tendente a 0, la varianza di 7g; puo divenire molto grande.
D’altra parte, la varianza dello stimatore wgo puo diminuire prendendo
una differenza assoluta di D; grande;

2. lo stimatore proposto gy € stato trovato affinche esso sia piu efficiente di
quello di Franklin se le densita g7, h},g;, h; sono tali per cui of; < 071
e 05, < 02; Vj = 1,2,....k. Similmente gy ¢ piu efficiente di quello
di Franklin se of; < 015 e 03; < 025 Vj = 1,2,....k. Fintanto che si
assumono noti detti parametri, la scelta non risulta di certo difficoltosa.
Inoltre si segnala in questo metodo fa uso di quattro distribuzioni, anziche
due, con una conseguente aumentata protezione del rispondente derivante
da una maggiore difficolta nel capire da quale distribuzione possa derivare
la risposta fornita.

3. nel metodo qui proposto se R; possedesse una unica affermazione del tipo
"usa la densita g5(L)”, e ponendo h;(L) =1 —g;(L) in Ry, ci si rifarebbe
al caso suggerito da Mangat e Singh del 1990;

4. se 07; = 01; € 03; = 02; Vj, il modello si riduce a quello di Franklin. Lo
stesso risultato si ottiene con T = 0.

2.39 Una strategia che permette di ammettere ’apparte-
nenza al gruppo delicato (di Mangat del 1994).

Si assume di estrarre da una popolazione un campione casuale semplice con rein-
serimento di n unita, ognuna delle quali e istruita a fornire ” SI” come risposta,
nel caso in cui possegga l'attributo delicato A e a utilizzare un casualizzatore
nel caso contrario. Questo ¢ composto di due affermazioni, possedere e non
possedere lattributo delicato A, alle quali & associata una nota probabilita pari
apel—p In questo secondo caso il rispondente deve rispondere in accor-
do con l'esito dell’esperimento e con lo status posseduto. Tutto questo come al
solito avviene senza che l'intervistatore sappia il risultato dell’esperimento. Con
queste premesse, la probabilita di ottenere una risposta effermativa sara:

a=m+(1-m1-p)
e la stima di massima verosimiglianza di 7w sara:

a—1+p
p

Tm —
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ove & ¢ la proporzione osservata dei ”SI” nelle n interviste. Inoltre se
& ~ Bi(n, )

allora 7, € corretto e con varianza pari a:

r(l-m)  (L=m)(1-p)

Var(#,,) =
ar(m,) - "

e una stima corretta ¢
a(l—a)
(n —1)p?

Il presente stimatore e piu efficiente di quello proposto da Mangat e Singh
nel 1990 se:

Var(fy,) =

pA=T)1 - (1 -T)(1 -p)]

1_
"= Rp— 112701 —p)?

1
per p#§

ove T' e la probabilita di estrarre I’attributo delicato nel primo casualizzatore
dei due autori e p & la stessa probabilita del presente modello. Inoltre il presente
modello ¢ piu efficiente di quello di Warner se:

P 2
1_
T (2p1>

2.40 Uno stimatore RR nel caso di distribuzione conti-
nua da popolazione dicotomica (di Chua Chiang del
1995).

In accordo con lo schema di Franklin del 1989 si ponga:

che e vera per p > %

9ij=9; €  hij=h;
e si definisca

1 se zj;<a;
Wi =
K 0 se zj>aj

per i = 1,2,...,n, j = 1,2,...,k e a; costante e scelta in modo tale che lo
stimatore di Franklin abbia varianza minima.
Sia poi:

aj oo
p; = / gj (t)dt € q; = / hj(t)dt.
— o0 a;j
Per il metodo dei momenti si consideri il seguente stimatore:
_ k
kw — Ej:l(l - q;)
k
Zj:l(pj +q;—1)

X 1
0= ove w:%Zwij
ij
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che & stimatore corretto di @ e con varianza pari a:

01-0) 0 pi(l—p)+(1—0)3F  q(1—q))

Var(d) = 5
" n SN+ - 1)

Per semplicita consideriamo ora il caso di una prova (k = 1) e assumiamo
che g; e h; siano di tipo normale, ossia:

glNN(MlaO'Z) ) gQNN(,u250-2>'

Sia inoltre:

otk Mt

o 2

b b
p1:<1>(2+c) e q1:1—<1>(2+c)

ove ®(e) ¢ la funzione di ripartizione di una N(0, 1).
Cosi la varianza dello stimatore proposto é:

+ co.

Quindi:

(1 —0) L

Var(d) = -

ove ¢ & un valore scelto in modo tale che la varianza di 6 sia minima per un
dato b. In questo caso la varianza di Franklin ¢ data da:

1- 1
u—l——:Varp.

Var(6,) = - e

Da un confronto con le due varianze si nota che:

1. sia Varg che Var s, diminuiscono al crescere di b;

2. al crescere di b, Var 4 decresce di piu di Varg;

3. sembra che lo stimatore proposto sia migliore quando la proporzione di
individui in A & piccola: b > %, quando 6 = 0.05.

Fermo restando k£ = 1, si assume ora ¢g; e h; di tipo esponenziale con
media rispettivamente p; e pg. Sia anche b = ”—; e a = j1 + cug, quindi

1+£) )

1= () o g

La varianza dello stimatore risulta allora
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e come sopra c viene scelto in modo tale che la varianza di 0 sia la piu
piccola possibile per un dato valore di b. In questo caso la varianza nel
modello di Franklin ¢ data da:

6(1n— 0) . 1 :(Z(b:}l)

Var(d) =

Per b < 1 sia Vary che Varg sono funzioni decrescenti di b. Cosi in
generale all’aumentare di 6, le due distribuzioni random debbono dif-
ferire maggiormente in termini della loro media per ottenere uno stimatore
migliore di quello di Franklin.

2.41 Una procedura RR a due stadi (di Chang e Liang del
1996).

Nel metodo proposto dagli autori ogni rispondente deve fornire due risposte
binarie in accordo con due distribuzioni indipendenti e di noti parametri 7 e q.
Ad ogni intervistato vengono consegnati due casualizzatori detti rispettivamente
R e R5. 1l primo consta di due affermazioni quali:

1. appartengo al gruppo delicato A;

2. utilizza il secondo casualizzatore;

di probabilita rispettivamente 7 e 1 — 7. Anche il secondo casualizzatore
consta di due affermazioni:

1. appartengo al gruppo delicato A;
2. appartengo al gruppo non delicato e incorrelatao con A, U;

di probabilita rispettivamente p e ¢ =1 — p.
Una stima di 7 sara:
%’ —(1—=7)gn’

mr =
’ p+ar

ove n/ ¢ il numero totale dei ”SI” ottenuti dal campione di n rispondenti.
Tale stimatore e corretto e con varianza pari a:

Attributi

m(l—m) n (1 -7 (1 —7")+ (1 —7)q(p + q7) (7 + 7' — 277)
n n(p+qr)?
or(1 - ¢1)

n[r+ (1 —7)p?

Var(m)r =
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¢r = [r+ (L= 7)plm + (1 — 7)gqn’

¢ la probabilita di ottenere una risposta affermativa nel presente metodo.
Si noti che qui il simbolo 7’ coincide con 7y del modello di Simmons. Uno
stimatore corretto per la varianza é:

A (e
Vartin) = G e v e

Lo stimatore proposto risulta essere piu efficiente di quello di Simmons se:

20 —=7)p+ 77’ —7") +plp+qr)[r(1 —7') + 7' (1 —m)] > 0.

In quanto alla scelta dei parametri si nota che maggiori sono 7 e p, minore
¢ la varianza dello stimatore. In sintesi:

1. La tecnica a due stadi ¢ uniformemente piu efficiente del metodo di Sim-
mons.

2. Per vari valori di 7 e 7', Defficienza relativa aumenta quando 7 converge
a 1 e p converge a 0.

3. In termini generali si ha la maggior efficienza relativa per tutte le combi-

nazioni di 7 e p, scegliendo 7’ in convergenza verso %

2.42 La tecnica RR applicata alle variabili (di Singh e
Joarder del 1997).

Nella presente proposta ogni rispondente ha a disposizione la seguente scelta:

Variabili

1. riportare il valore posseduto di x;

Lis

2. riportare il valore camuffato t; = %

evidentemente senza rilevare all’intervistatore quale opzione & stata scelta
per fornire la risposta. Va detto comunque che sia z; che t; debbono avere lo
stesso dominio altrimenti il rispondente sarebbe istantaneamente identificato.
Sia dunque W la probabilita che un rispondente selezioni la prima opzione e
(1 — W) la complementare probabilita. Cosi il vettore delle delle risposte Z; ha
la seguente distribuzione:

7 _ { z; con probabilita W

t; con probabilita 1—W

Uno stimatore corretto di 7 ¢ dato da:

n
D=
i=1

=

SRS
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E(z;) = WE(z;) + (1 = W)E(2;) = pia
Inoltre la distribuzione di Zi2 e:

7 -1 7 con probabilita W
*7 1 t? con probabilith 1-—W

K3

E(Z?) = WE@?)+ (1 -W)E(:}) =

K2

2
= W(o% + )+ (1 - W)+ L)% + )

La varianza dello stimatore prposto ¢ data da:

_ 1 o
Var() = — 0% + ()2(0% +13) 1 = W)
e un suo stimatore corretto e calcolato ponendo

1

2
S =
¥ n-1

Z(Zz —5)* e B(sy)=Var(p).
i=1

La scelta di W e arbitraria ma l’esperienza di altre indagini svolte puo essere
di aiuto come anche un’indagine pilota che, intervistando un sottogruppo di
rispondenti, puo fornire una stima del valore in parola. Inoltre nel modello
presentato il parametro W & stato fissato uguale per tutti i rispondenti; in
generale questo e restrittivo e si potrebbe considerare il caso in cui W e diverso
per ogni rispondente: in tal senso dovremmo impostare il modello secondo un
approccio gerarchico bayesiano.

2.43 Il modello di Moors e violazione della privacy dei
rispondenti. Una rettifica attraverso la strategia del
gruppo casuale (di Mangat, Singh e Singh del 1997).

Prendendo le mosse dal modello di Moors, questo metodo introduce la variante
di suddividere la popolazione di N unita in due gruppi casuali di dimensione
rispettivamente Ny e N, utilizzando il campionamento casuale semplice senza
reinserimento in modo tale che Ny + No = N. Vengono poi tratti due campioni
di dimensione n; e ny dalle due sottopopolazioni con campionamento casuale
semplice con reinserimento. Ora come nel modello di Moor, i rispondenti del
primo campione vengono provvisti di un casualizzatore detto S; che porta ad
dare informazioni circa le caratteristiche A e Y, rispettivamente delicata e non. I
rispondenti del secondo campione invecevengono intervistati direttamente circa
il carattere non delicato Y. La probabilita di ottenere una risposta affermativa
nel primo campione ¢ data da:

9/1 =pim + (1 —p1)mys
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ove m € my1 € la proporzione di individui che in N; posseggono rispettiva-
mente A e Y. Ovviamente la probabilita di ottenere una risposta affermativa
nel secondo campione sara:

’
92 = Ty2

ove Ty9 ¢ la proporzione di rispondenti che posseggono la caratteristica Y.
SE 7yo & la stima di myo ottenuta dal campione di ns unita, lo stimatore di =
e dato da:

.0 — (1 —pi)iye
D1

TS =

NS \ . . . . \
ove 6; e la proporzione del ”SI” nel primo campione. Tale stimatore &
corretto e con varianza pari a

Var(its) = p%(le ) O 1)211(1 —0) NQ%llln: i w)} +
1 2
+ m [plﬂ'(l —7'(')} +
+ m _WY(l —my)(1 —p1>2 (_n]lvji/'l + N(T]L\Z\; ) + N]I[N2>:| +
1T Na(ng —1)
+ 2N _2 <1 + 2N1nl) p1(1—p1)payV/m(1 —m)my (1 — WY)]

ove evidentemente I'ultimo addendo risulta essere pari a zero nel caso in
cui la correlazione fra A e Y fosse nulla. Si noti che la varianza dipende da
p1, Ty, No, n1 € no e se scelti in modo ottimale si puo renderla minima. In
ogni caso, posto che i caratteri A e Y siano incorrelati, la questione piu rilevante
riguarda l’allocazione della popolazione nelle due sottopopolazioni e le rispettive
dimensioni campionarie, visto che my e p; possono essere scelti come indicato
da Greenberg et all. (1969). In generale quindi fissati gli altri parametri si ha:

& ~ p2r(l—7) + 7y (1 —my)(1 —p1)?
Ny WY(lfﬁy)(lfpl)Q

inoltre ’allocazione ottimale per i due campioni risulta essere:

E N 91(1—61) _ N1
N9 7Ty(1—71'y)(1—p1)2 NQN

Ancora uno stimatore corretto della varianza di stima e&:

3 ~ n1N1 _N -1 N R
v = 1—
ar(7s) NNy —1)(ny — D)p2 | m (Tspa( 7Tsp1):| +
n1N1 -N -1 .
1-— -2 1—
+ N(Ny —1)(ny — 1)p% T [pl( p1>7TY2 7TS7TY2P1( p1)] +
n1 Ny [Na(ng —1) . A, ]
+ wg(l —picd)| +
N - D(m 0 | Namg 2 S0P)
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ni N Nong(N —1 N -1
+ — 2 ) )ﬁy2(1—p1)2( )+

N(lel)(nlfl)p% N(NQ*].)(HQ*]. ny
n1N1 NQTLQ(N— 1) R 2 ( N2 )
— Ty2(1 — +
NV =D~ N = D=1 2 oy
n1N1 NQHQ(N — 1) N 2 _N(NQ — 1):|
+ Fya(1— — 1+
NV~ D~ D N - D -1 20 P [T,
n1N1 NQTZQ(N* 1) R 2 [ N2
1—
" N(Ni = 1)(n1 — 1)pf N(No — 1)(ng — 1)7TY2( P1) | N1No
. n1N1 NQ’H,Q(N—I) ﬁ_Y2(1_p1)2 _2N(N2+n2—1)]
N(Nl — 1)(n1 — 1)p% N(N2 — 1)(712 — 1) L N2n1n2 '

Per trattare il tema dell’efficienza possiamo scrivere la varianza dello sti-
matore proposto in funzione della varianza dello stimatore proposto da Moors,
Vary, (fng), ossia:

. N- -1
Var(tg) = Varp(ng + 2 {m 2

Ni(N — 1)17%
Ny 9

I 1— 1— - 1“1 -

S [ ™0 (5 8~ N

1 |:91(1 —thetal) + (1 —p%)ag(l — 92):|

Var(m, = —
(Fhg) p - o

_|_

Ovviamente la varianza Var(#g) ¢ leggermente maggiore di Var,, ma garan-
tisce la protezione dei rispondenti. Inoltre il confronto con il modello di Simmons
mostra che lo stimatore 7g ¢ piu efficiente di quello di 7.

2.44 Due modelli alternativi al modello di Moors (di Singh,
Singh e Mangat del 1997).

2.44.1 1l primo modello

Attributi

Vengono estratti senza reinserimento due campioni di numerosita rispettiva-
mente ni e ng, indipendenti. Ogni rispondente incluso nel primo campione e
dotato del casualizzatore S; che fornisce con probabilita rispettivamente di p;
e 1 — p; le seguenti due affermazioni:

1. appartengo ad A
2. Appartengo ad Y.

I rispondenti del secondo campione, che non sono stati estratti nel primo
campione, vengono sottoposti ad intervista diretta circa il possedere o meno
Pattributo Y. Per i rispondenti del secondo campione, che sono stati inclusi
anche nel primo, sono provvisti del casualizzatore Sy e vengono interrogati circa
il loro stato nei confronti di A e Y, con lo stesso metodo adottato da Simmons.

Sia quindi ne; il numero di unitd comuni ai due campioni 4 e ngg il numero
di unita non comuni del secondo campione, in modo tale che

4Nel caso particolare di no; = 0 si rientra nel modello di Moors.
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N1 + Nog = Na.
Si ha quindi:

_ 01 — (1 — p1)itay o iy = 02 — (1 — pa)itay

b1 b2

™

ove b ¢ la proporzione delle risposte affermative nel primo campione, 0y ¢ la
medesima proporzione riferita al secondo campione e che sono comuni al primo
e I;izy ¢ la proporzione di color che posseggono Y su gli nso rispondenti che non
sono comuni al primo campione.

Cio premesso uno stimatore corretto di m e:

Tp =W+ (1 —W)m,
ove W & una costante reale. La varianza dello stimatore proposto ¢ data da

Var(#,) = W2 Var(s) + (1 — W)? Var(g) + 2W (1 — W) Cov(#, #a)

ove
. 1 (np —Dm(1—m)
= 1 _— —
Var(#y) gt |:91( 1) N_1 +
1 1-— 1—p1)? 1
;. L mvd =) —py) [anEl () +n —2N}
nipy N -1 oy

Var(fy) = pi% {El <n121> 02(1 = 02) + ﬂz(vl:? - Wx:f)} "

+ plg(l — 7:;1)(2;Y_(11)_ mv) [NmEl (nlu> i 2N]
(N —ny)p1pem(l —7)
n1(N — 1)pip2
(1= p1)(1 = po)my (1 — 1y )N [nlEl (%) - 1]
n1(N — 1)pip2 '

COU(ﬁ'l,fFQ) =

1l valore di F(e) si trova in Gavindarajulu (1962).
Si puo facilmente vedere che il valore ottimo della costante W per minimiz-
zare la varianza e dato da:

Var(#tz) — Cov(7y, 7r2)
Var(#1) + Var(ftz) — 2 Cov(fry, Tr2)

Wopt -

. Var(m) Var(#ty) — [Cov(#y, 7))
Varmin(fp) = Var(#1) + Var(a) — 2 Cov(fy, 7t2)”
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2.44.2 1l secondo modello.

In questo secondo modello proposto viene tratto soltanto un campione, senza
reiserimento e di dimensione n. Il campione cosi ottenuto viene a sua volta
suddiviso in due sottocampioni di dimensione rispettivamente ni e no tali che
ni1+ng = n. Ogni intervistato del primo campione viene sottoposto ad intervista
con il metodo di Simmons mentre, ogni intervistato del secondo campione viene
sottoposto ad intervista diretta circa il possesso del carattere Y.

Uno stimatore corretto per 7 ¢ dato da:

N é1 — (1 —p1)fay
TR =
n

ove
) e 7oy ¢ la proporzione di risposte affermative nel primo e nel secondo
campione rispettivamente.
Qualora i due caratteri A e Y fossero incorrelati, come qui supposto, la
varianza dello stimatore risulta essere pari a:

1 [61(1—601) 7(1—=m)(ni—1) (1—p1)2(N+no)my (1 —7y)

P? ni ny(N —1) na(N — 1)

Var(fg) =

2.44.3 Alcuni confronti tra i modelli e imputazione dei valori ottimi
per le dimensioni campionarie.

Si deve subito precisare che se i due sottocampioni sono tratti indipendente-
mente, in accordo con il metodo di Moors, possiamo fare uso solo della prima
strategia proposta, ove vi sono unita comuni nei due campioni. Nel secondo
modello invece, non vi sono le condizioni per essere in accordo con la strategia
di Moors. In effetti ’espressione della varianza ottenuta nel secondo modello &

esatta mentre nel primo modello vengono coinvolti i termini (n%l) e F (nim)

che possono essere quantificati solo tramite approssimazione. A causa di cio
verra confrontato il secondo metodo con il modedllo di Kim del 1978, il cui
stimatore e uguale a quello di Simmons e la cui varianza e pari a:

sy _ 1 A B _
Vark(g) = TETE [m + o C]
A = (1-p2)%6:i(1—61) + (1= p2)’lpin(1 - WJ)V+—(1 —p1)’my (1 —7y)]
B o= (1 p)ea(l— 0y + L2 er0 o0 0Py ()
(A =p)Ppiw(l =) + (L= p1)?my (L — 7y)]
C = 2 1 o 1) Ty Y n
L ()il m) 4 (1= p)Pmy (1~ )
N -1 )
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I valori di n; e ng tale che ny + no = n e tali che la varianza di stima sia
minima sono:

_7”1\/2 e n _7n\/§
- VA+VB T VA+VB

e il valore di minimo della varianza risulta essere pari a:

(VA+VB)?

n

ni

1

C
(Pl —p2)2

Varg(fe) = = min

Similmente la varianza del secondo metodo proposto puo essere scritta come:

Vi = £ [2+ £ ]

p% ni n2
ove
B m(l—m)
D= 01(1 91) + ﬁ

N(l —p1)27Ty(]. — 7Ty)
N -1

E =

7(l—m) — (1 —p1)?ay (1 —7y)
N -1

F:

Da qui, le dimensioni campionarie che minimizzano la varianza sono:

/D __w/E
VD +VE >~ VD+VE

e il valore di minimo della varianza risulta essere pari a:

1[@”@)2_

F
pi

Var(ig) = = min.

n

L’efficienza relativa percentuale delle strategie proposte nel confronto con il
metodo di Kim del 1978 diviene:

_ Min[Varg(7g)] B
RE = Min[VarK(ﬁg)]X1007

- () [
p1— P VD +VE)2 —nF

Da uno studio empirico si & potuto notare che I’efficienza relativa della strate-
gia proposta & considerevolmente piu alta di quella di Simmons, utilizzando la
selezione campionaria proposta da Kim. Inoltre 'efficienza relativa aumenta con
la frazione campionaria. Comunque, nel caso in cui la dimensione della popo-
lazione aumenti, ma la frazione campionaria resti invariata, I'efficienza relativa
non aumenta.

x 100.

93



2.45 Ottenere risposte veritiere indirettamente (di Chua
e Tsui del 2000).

La procedura che viene qui proposta € basata su due distinti stadi. Nel primo
stadio ognuno degli n rispondenti seleziona casualmente un numero senza rin-
serimento da un sottoinsieme di numeri naturali Q = {1,2,3,...,m}, ove m > n.
Gli interi estratti da tutti i rispondenti non vengono svelati all’intervistatore.
Nel secondo stadio, sempre all’oscuro dall’intervistatore, ad ogni rispondente,
che ricorda il numero estratto, diciamo k, € richiesto di generare due insiemi
di numeri, ognuno dei quali composto di m unita e messe in ordine crescente.
Tali insiemi sono generati da due distribuzioni dette rispettivamente F' e G. 11
rispondente deve comunicare all’intervistatore il k-mo valore piu grande degli
m estratti dalla distribuzione F', se egli possiede la cararteristica oggetto di
studio; altrimenti dovra comunicare il medesimo valore ma con riferimento alla
distribuzione G.

Questa tecnica anche se abbastanza complessa pare che ottenga una pro-
tezione del rispondente molto sentita dallo stesso, proprio per come viene svilup-
pata: il doppio stadio di cui il secondo in dipendenza del risultato del primo, la
generazione di numeri casuali e la selezione ulteriore di uno solo di questi.

Siano ora

X1, Xo, .., X
i valori riportati dal campione di n intervistati. Si dimostra che
E(X;) =0pr + (1 - 0)uc,

ove pup € i sono le medie delle distribuzioni di F' e G, rispettivamente, e 6
la proporzione di diffusione del cararttere in studio. Con il metodo dei momenti
si puo ottenere uno stimatore corretto di 6:

j_ X—He
KF — Ha
la cui varianza risulta essere:
T J—— PCPRRES o
n(pr — pic) m =T
(1-19) 2 2 1 & 2
+ — o+ - — iml |
n(/lF — MG)Q G 127e} m ;:u‘G[ :m]
0(1—0) 1 <« )
+ (IU'F im] — MG[i:m ) +
n(,UfF_/lG)Qm; [i:m] [i:m]
1 m-n

(e — i) (m—ym

* (QMF[i:m] + (1 - G)NG[vm] - (O/JF + (1 - 9)#6’))2
=1
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2 2 . . . . . . 2 N
ove 0% e og sono le varianze delle distribuzioni F' e G5 p1.(:m] € O5liim) © la

media e la varianza della statistica di ordine ¢ delle m variabili casuali tratte
dalla distribuzione F' quando J = F e dalla distribuzione G, quando J = G,
rispettivamente. Conseguentemente Var(6) dipende dalla distanza tra g e pug
e dalla differenza tra m e n. Inoltre quando il numero di rispondenti eguaglia
il numero di valori casuali generati da F' o G (si legga m = n), la varianza si
attesta sul suo valore minimo. Ancora, quando m tende a oo, (m —n)(m—1) =
1, la varianza qui presentata viene a coincidere con quella dello stimatore del
metodo di Franklin nel caso particolare in cui si faccia un’unica replicazione per
rispondente. Ossia:

A A 01 -0 fo2 1—6)o?
Var(0y) = lim Var(9) = ( " ) + UnF(:F(_ MG;;TG.

Inoltre se

allora Var(f) & ovviamente minore di Var(f;). Infine Var(f;) puo essere
ridotta alla varianza dello stimatore di Warner ponendo rispettivamente:

pr=P pug=1-P o0%=P(1—-P) o%=(1-P)P.

Concentrandosi sul caso di minima varianza, ossia m = n, si puo valutare
lefficienza dello stimatore del metodo di Franklin relativamente alla varianza
dello stimatore 6 come segue:

Var(0p) — Var(0)
Var(0p)

eff(0r,0) =1~

ove

S (Opppim) + (1 = O g — (Opr + pa(l —0)))?

V(I'f'(éF) - Var(é) = n2(pr — pa)?

2.46 Stima della media e della varianza di una variabile
quantitativa delicata utilizzando unita distinte nel
campionamento RR (di Singh, Mahmood e Tracy del
2001).

Nella strategia che viene qui proposta, ogni rispondente facente parte del cam-
pione, ¢ provvisto di due scatole A e B contenenti ciascuna carte riportanti
numeri del tipo a1, as,...,a; (tali che a; > 0) e by,bs,...,b, le cui medie e
varianze, note, sono rispettivamente 4, B e Ui, 0123. Ad ogni rispondente viene
chiesto di pescare casualmente due carte, una per scatola, poi dovra moltipli-
care il valore vero posseduto, circa la variabile delicata oggetto di studio e detta
(Y), per il valore ottenuto dalla scatola A ed aggiungervi il valore ottenuto dalla
scatola B. In altre parole il rispondente i-mo fornira come risposta il valore

Zi =apY; + bq.
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Se un rispondente venisse scelto pitu di una volta, egli dovra fornire il me-
desimo valore Y; visto che anche in questa seconda volta la sua privacy, come
pure nella prima, & garantita dal fatto che i valori delle carte che camufferanno
la risposta, saranno quasi certamente diversi.

Indicando con Fr, Vi e Cr la media, la varianza e la covarianza nell’ambito
della tecnica RR e indicando con

Ry =A"Y(Z; - B)
la risposta RR trasformata, si ha che

Er(Ri) =Y,

Varg(R;) = A~ 3(03Y? + 0}) = o?

i

Cr(Ri,R;) =0 per i#j.

E’ importante notare che i numeri contenuti nelle scatole potrebbero avere
una variabilita simile a quella del carattere delicato: in questo caso il rispondente
potrebbe essere maggiormente portato a dire la verita. Supponiamo ora che Ry;
e R,; siano rispettivamente la risposta RR trasformata del rispondente distinto,
ossia se egli non viene piu estratto, e del rispondente che invece viene invitato
nuovamente a rispondere.

Uno stimatore corretto della media di una popolazione finita e costituita da
u unita distinte e campionata con tecnica di campionamento casuale semplice
con reinserimento, ¢ dato da:

I
yu:EZRdi
i=1

la cui varianza ¢ data da:

1 1\ & 1 1
—x\ - 2 i 2
Var(y:) = NE (u) ;01 + {E <u> N} sy
ove

1 N
2 v\ 2
sy_iN_1§ Y, - Y)

i=1

¢ 'usuale varianza campionaria corretta.
Uno stimatore corretto della medesima media ma basato su tutte le selezioni
campionarie, anche quelle ripetute, ¢ dato da:

g = Wut (= wg

n

ove




¢ la media basata sulle sole prove ripetute dei rispondenti selezionati pit
volte, escludendo pero la loro prima risposta.
Inoltre

per
Zi =Y+ 0,

ove a'y e b/ sono i numeri casuali selezionati dai rispondenti nelle differenti
prove e gli ZF sono le diverse risposte ottenute nelle medesime prove ripetute
dai rispondenti.

La varianza dello stimatore & data da:

Var(g)) = lZa + (

Si noti che lo stimatore della media basato sulle unita distinte in generale
non e superiore a quello che si ottiene dalla procedura RR come ne ¢ il caso
invece dell’intervista diretta.

Per quanto concerne invece la stima della varianza della medesima popo-
lazione,

1N
utilizzando le unita distinte, si ha :

Var(o2) = [Cu<n> — Cu(n - 1>] 2

Y

ove

A2 & 9
S (Ra -7
i=1

Il problema qui esposto potrebbe essere esteso a quello della stima del
coefliciente di correlazione.

2.47 Stima della proporzione di un carattere qualitativo
(di Chang e Huang del 2001).

La tecnica proposta da Chang e Huang nel 2001 nasce dall’associazione tra
un’indagine a risposta diretta (DR) e il modello di Warner (RR) e si propone
di stimare simultaneamente la proporzione dei soggetti appartenenti al gruppo
sensibile A e la probabilita che i membri di A siano sinceri.
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Nel metodo proposto da Chang e Huang un campione di n elementi viene
estratto senza reinserimento dalla popolazione e scisso in due sottocampioni di
dimensione n;, n; = 1,2, tali che ny +ny =n.

Ciascun membro del j-esimo campione e invitato direttamente a una do-
manda relativa alla sua appartenenza ad A e, se risponde negativamente a tale
quesito, a sperimentare il modello di Warner.

Ipotizzando che i rispondenti appartenenti ad A dicano sempre il vero se
confrontati con la tecnica RR e lo dicano con probabilita T alla domanda posta
loro direttamente, la proporzione degli intervistati che nel j — mo campione
rispondono affermativamente ¢ pari a:

0; = maT +7a(1 = T)P; 4+ (1 — ma)(1 — Pj) (17)
dove
P;= probabilita di selezione della domanda ” Appartieni ad A?”;

(1 — Pj)=probabilita di selezione della domanda ” Appartieni ad A?”.
Dalla (17) sono ottenibili uno stimatore di m4 e T"

(1—P)Z) — (1 — Py)Z

TACH = (P — )
- (1-2P)Zy — (1 —-2P1)Zy — (P, — P»)
Ten = = =
(1-P)Z — (1 - P1)2s
dove »
— J ..
Z; = ;7121 ¢ una variabile bernoulliana di parametri 6; e n;, per i =

1,2,..,n;ej=1,2.
La varianza dello stimatore 4oy € pari a:

1 (1—P)%0:(1—6y) N (1 — Pp)%05(1 — 69)

Var(facu) = (Pr = Py)? ~ Ty

Prendiamo ora in considerazione lo stimatore Ty e determiniamo ’espres-
sione della distorsione

_|_

)+ (2P, — 1)]26:(1 — 6,)
(P1 — P2)27T27’L1 *
)

(

~
_
|
~
_l_

2P, — 1)]202(1 — 6)
P2)27r2n2

=
|

e dello scarto quadratico medio

(1= P)IT(1 = Py) + (2P )6 (1 = 01)
(P — Py)272ny

[(1—P)T(1—P)+ (2P — 1)]62(1 — 65)
(P1 — P2)27m%ng

U(TCH) =

+
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Cocludiamo l'analisi di questa tecnica con lo studio della sua efficienza
relativa (RE) rispetto al modello di Warner e al caso di risposta diretta.
Il primo confronto produce un valore di RE pari a:

Ow (1 — 0w ) (P — Py)?
(2Pw — 1)?[(1 = P2)4/01(1 — 61) + (1 — P1)\/01(1 — 61)]

RE =

dOVQPW:P1 eP2=1—P1.

La tecnica di Chang e Huang risulta pertanto sempre preferibile al modello
di Warner e in particolare per valori elevati di m4 e T

Confrontando ora la tecnica descritta e la tecnica di risposta diretta, si
ottiene un valore di RE pari a:

[QD(I — 9D) + mrA(l — T)Q](P1 — PQ)Q
[(1 = P2)y/0:1(1—61) + (1 — P1)\/61 (1 — 61)]
In questo caso si osserva che RE dipende anche da n & che & notevolmente

pil elevata rispetto al caso in cui si ricorre a una domanda diretta, soprattutto
quando aumenta P; o n e diminuisce 7.

RE =

2.48 Un nuovo modello RR (di Gupta, Gupta e Singh del
2002).

In questo modello ogni rispondente selezionato con campinamento casuale sem-
plice con reinserimento puo scegliere una delle seguenti due opzioni:

1. riportare il vero valore posseduto di X

2. riportare il valore camuffato SX

ove S e la variabile di camuffamento e X ¢ la variabile delicata oggetto di
studio. Qui viene supposto che X e S siano entrambe positive con ux = 1 e

u% = ~+2. Il modello potrebbe essere quindi cosi scritto:

Z=5YX
ove Y ¢ una variabile casuale cosi definita:

1 se la risposta ¢ camuffata
Y = . .
0 altrimenti

Se W e la probabilita che un rispondente fornira la risposta camuffata, allora
Y & una variabile casuale di tipo bernoulli con E(Y) = W. In generale W pud
essere visto come il livello di delicatezza del carattere A e il suo valore sara
prossimo a 1 nel caso di carattere molto delicato e prossimo a 0 nel caso di
carattere scarsamente delicato.

Con queste premesse, uno stimatore corretto della media della popolazione,
ux € dato da:

X I
NX:ﬁ;Zi
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la cui varianza ¢ pari a:
R 1
Var(jix) = — [o% + WA (0% + p%)] -

Uno stimatore della varianza ¢ dato da:

~ R 1 N .
Var(jix) = —[s% + W~ (s + ii%)]
ove
2 %= W2k
* 1+ Wn?
con

n—1+4

1 -
sy = > (Zi—2)
=1

¢ uno stimatore di 0%. Si noti che la varianza ¢ funzione crescente di W
Per la stima di W riprendiamo la relazione

Z=5"X
e applicando la funzione logaritmica ad ambo i membri si ha:

log(Z) = Y log(S) + log(X)

e dopo alcuni passaggi matematici si ottiene

W= % Z?:l log(Z;) — IOg(% Z?:l Z;)
B 1)

ove
0 = Ellog(9)]la media nota della variabile logaritmo delle risposte camuffate.

Uno stimatore della varianza di W ¢ dato da:

W1 — W)

VAar(W) —

Un test per W puo essere cosi impostato. Siano le ipotesi nulla ed alternativa
del tipo:

H():W:WO e H1:W7EW0

il test statistico sara:

W — W

Wo(l*Wo)
n

Z. =

che si distribuisce normalmente e per 'accettazione o il rigetto di Hy si segue
la metodologia classica dei test circa la regione di accettazione e quella di rifiuto.
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2.49 Implementazione di un piano di campionamento RR.

Per implementare correttamente un piano di campionamento RR ¢ bene con-
siderare le seguenti linee guida.

1. La tecnica RR deve essere preferita ad una classica tecnica di intervista
qualora:

e si debba studiare un attributo ritenuto particolarmente imbaraz-
zante;

e si preveda una evasione nelle risposte superiore al 50%;
e la numerosita campionaria sia elevata: almeno 300 rispondenti;

e al massimo il 10% della popolazione possegga attributo oggetto di
studio.

2. In una fase di colloquio di tipo faccia a faccia, il ricercatore deve spiegare
ai rispondenti in modo diretto e sintetico la natura della procedura RR
ed il perche del suo utilizzo. Segue poi una illustrazione del carattere
oggetto di studio, delle tipologie di risposte che debbono essere fornite
e del casualizzatore utilizzato. Dopo la distribuzione di quest’ultimo si
devono prevedere alcune prove di utilizzo del casualizzatore stesso affinche
Iintervistato possa familiarizzarvi; questa fase ha il duplice vantaggio di
ridurre gli errori nell’uso del meccanismo di casualizzazione e di convincere
maggiormente i rispondenti circa la protezione del loro anonimato.

3. A questa fase sperimentale deve seguire un piccolo incontro informativo
circa 'appena avvenuta familiarizzazione; il ricercatore deve valutare la
percezione del rispondente nei riguardi dell’anonimato garantito dal mec-
canismo e nei riguardi dell’utilizzo del casualizzatore. Ovviamente se si
abbina la tecnica RR con l'intervista telefonica o postale questa fase non
puo perfezionarsi.

4. La implementazione di un modello RR postale richiede ovviamente 'uti-
lizzo di un casualizzatore che possa essere veramente spedibile anche nel
rispetto della privacy del rispondente. Non essendo presente il ricercatore
all’atto dell’'uso del casualizzatore, varie precauzioni sono d’obbligo. Il
casualizzatore deve essere di facile utilizzo, immediato e deve assicurare
al rispondente, piti che mai, una reale casualizzazione della domanda. E’
consigliato inoltre di investigare soltanto un attributo delicato per eviden-
ti motivi di semplicita e di sicurezza. Al rispondente inoltre deve essere
chiesto di spedire la risposta, non identificabile, ad una mail box all’indiriz-
zo indicato; inoltre deve essere fornito al rispondente il nome e il numero
di telefono del ricercatore per far si che questi possa tempestivamente
rispondere ad eventuali domande dell’intervistato.

5. In presenza di rispondenti di basso livello di istruzione o di risponden-
ti molto giovani o facilmente distraibili, & bene utilizzare modelli molto
semplici, come quelli a proporzione singola o a domanda incorrelata.

6. Per ridurre il rischio di insospettire il rispondente nell’ambito del modello
a domanda incorrelata, il ricercatore deve selezionare la domanda incorre-
lata in modo opportuno: essa deve riferirsi veramente a una caratteristica
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ritenuta, in senso generale, innoqua. Per esempio chiedere se si € manci-
ni non & di certo una buona scelta se il ricercatore prevede una fase di
scrittura da parte dell’intervistato. Cosi anche se il rispondente ritiene
che il ricercatore abbia accesso a dati riservati, non risulterebbe essere
una buona scelta prevedere domande incorrelate legate ad alcune date di
nascita, ai numeri telefonici o ai numeri di documenti sanitari.

7. Il modello a domanda incorrelata risulta essere superiore al modello ad
intervista diretta nel ridurre il rischio di identificazione del rispondente,
qualora ’attributo oggetto di studio risultasse essere particolarmente de-
licato. Poiche pero lefficienza relativa del primo € maggiore, il ricercatore
dovra opportunamente aumentare la dimensione campionaria se optasse
per il modello a domanda incorrelata.

8. Qualora si suddividesse il campione oggetto di studio in due sottocampioni
per implementare il modello a domanda incorrelata di Simmons, il maggior
numero di rispondenti deve essere allocato nel sottocampione in cui si ha
il pit alto valore di p. Greenberg et. al. (1971) consigliano di rispettare
la seguente relazione nell’allocazione delle unita campionarie: Z—; ~ %'

2.50 Conclusioni e scenari futuri.

Non vi € dubbio che l'idea sviluppata dal suo pioniere sia molto originale in
specie analizzando i contributi presenti in letteratura. Si puo infatti affermare
che questi ultimi prendano le mosse da alcuni modelli considerati ancora og-
gi di riferimento: il metodo di Warner, quello di Simmons, quello di Moors
ed infine quello di Kuk. Ad oggi quindi non vi sono stati interventi di rilievo
che mettessero al bando la tecnica esaminata ma piuttosto tentativi di ottimiz-
zazione delle tecniche gia presentate. Cio sottolinea, come si diceva, la genialita
della intuizione di Warner e dei suoi seguaci.

Alcuni autori sono riusciti ad escogitare qualche procedura in grado di ren-
dere veramente minima la variabilita delle stime; purtroppo pero si tratta di
tecniche apprezzabili solamente dal punto di vista teorico poiche costituite da
un casualizzatore o da un meccanismo talmente complicati da scoraggiare o
insospettire 'intervistato.

La tecnica Randomized Response presenta in generale alcuni svantaggi ma
anche alcuni vantaggi che possono essere cosi sommariamente descritti.

Gli svantaggi.

1. Il campione che si estrae con la tecnica RR deve essere di numerosita
maggiore rispetto al campione che si estrae utilizzando I'intervista diretta
(se si fissa un certo errore di stima), poiche la prima tecnica presenta
una perdita di efficienza nelle stime la cui variabilita risente di un fattore
addittivo dovuto proprio alla casualizzazione.

2. La tecnica RR necessita di una tempistica piu estesa per selezionare il
modello, per scegliere i parametri di interesse, per escogitare le domande
o affermazioni delicate e non delicate, per scegliere un opportuno casualiz-
zatore, per spiegare agli intervistati come funziona il casualizzatore e come
utilizzarlo e per predisporre le procedure per la elaborazione dei dati.

102



3. T costi di gestione sono elavati anche facendo solamente riferimento al

casualizzatore che deve essere creato, riprodotto in quantitativi elevati
(bisogna prevedere alcuni casualizzatori di scorta nel caso qualcuno si
rompesse o si usurasse); ma anche nel caso di intervista postale vi sono
costi elevati di spedizione del questionario ma soprattutto del casualizza-
tore.

I ricercatori che vogliono fare uso di questa tecnica devono avvalersi di
intervistatori esperti e di esperti della raccolta, classificazione ed elabo-
razione delle informazioni.

Utilizzando la tecnica che prende informazioni a priori di un carattere 7y,
il ricercatore necessita comunque di un data base affidabile.

La tecnica RR risulta difficoltosa da applicare alle interviste telefoniche o
a quelle postali.

Il successo della tecnica dipende da molti fattori che potremmo dire con-
trollabili dal ricercatore ma anche da un fattore non controllabile dal ricer-
catore: lo skill dell'intervistato; questo deve essere tenuto in particolare
considerazione poiche alcuni casualizzatori hanno destato forti sospetti
nell’intervistato per la probabilita percepita da esso di estrarre una certa
domanda e non per quella reale derivante dalla metodologia.

I vantaggi

1.

Il vantaggio principale e sicuramente quello legato alla riservatezza del
rispondente le cui risposte non possono in nessun modo essere ricon-
dotte ad esso. In questo modo il ricercatore puo esplicitare 'oggetto del-
I’indagine senza dover ricorrere ad una intervista strutturata con domande
indirette e di controllo.

La tecnica RR aumenta la fiducia nel rispondente con una relativa mini-
mizzazione delle risposte false, delle risposte evasive, della non coopera-
zione in temi cosi delicati come la sterilizzazione, I’aborto, ’eutanasia, le
abitudini sessuali, le attivita illegali quali I'uso di droga, la criminalita, la
prostituzione, 'immigrazione clandestina, ’evasione fiscale.

La generalizzazione ad altre popolazioni dei risultati ottenuti e spesso uti-
lizzata poiche la tecnica RR fornisce stime della proporzione di popolazioni
che posseggono una certa attitudine, o un certo attributo, pitt accurati.

La tecnica RR puo essere utilizzata in modo piu efficace se viene svolta una
indagine su di una popolazione per capirne le attitudini e per indirizzare
investimenti di una certa portata per tentare di risolvere o di modificare
alcuni comportamenti sociali ritenuti devianti.

Nella particolarita della intervista postale ¢ stato dimostrato che il tasso
di risposta con tecnica RR. & migliore rispetto a quello di intervista postale
classica (senza considerare evidentemente le differenze di costo).

I costi di intervista possono essere abbattuti se considerati nel lungo pe-
riodo: una efficace impostazione iniziale dell’indagine potrebbe essere uti-
lizzata per altre indagini; perlomeno i casualizzatori potrebbero essere
riutilizzati.
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Se si volessero evidenziare alcuni aspetti particolari meritevoli di approfondi-
mento si potrebbe sicuramente tentare, alla luce delle riflessioni poc’anzi esposte,
una generalizzazione delle varie procedure, con riferiemento ad un numero molto
limitato di famiglie; dal punto di vista meramente metodologio alcuni metodi
potrebbero essere ripresi nell’ottica della mistura di distribuzioni che in taluni
casi parrebbe essere particolarmente adatta; ’ambito dello studio delle variabi-
li, come quello degli attributi multipli, risultano essere stati studiati in modo
marginale; potrebbe essere valido anche uno studio della tecnica in relazione alla
legge sulla privacy per meglio chiarire i limiti che quest’ultima impone al ricer-
catore; collegato a questa vi ¢ anche lo studio della misura della protezione che
il metodo offre all’intervistato; infine sarebbe particolarmente interessante una
applicazione della metodologia alle nuove tecnologie che di forza stanno entran-
do nell’'uso comune. Il riferimento & rivolto ad internet, che potrebbe essere un
utile mezzo per abbattere i costi di indagine e per raggiungere velocemente una
grossa fetta della popolazione, certi del fatto, comunque, che questo strumento
non presenta oggi una diffusione omogenea su scala mondiale.
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